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1.3.1 Les aires fonctionnelles cérébrales . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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5.1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

5.1.2 Algorithmes d’optimisation pour le calcul de géodésiques . . . 81
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6.1.4 Sensibilité au bruit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
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d’IRMd.
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donné les moyens de poursuivre ma troisième année de thèse dans des conditions
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mes adorables logeurs : Joséphine et Dan10.
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à mon ami Jaâfar et sa douce compagne venue de l’est Jelena, merci à ma grande
copine Zhor. Merci également à Imane B et son tout neuf mari Manu pour m’avoir
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Merci également à ma famille résidant à travers le monde : mon cousin Ali et sa douce
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Introduction

Contexte. Le cerveau est l’organe le plus complexe du corps humain. Son fonc-
tionnement est intimement lié à sa structure. Les différentes couches neuronales du
cerveau sont fortement interconnectées, à des échelles variées allant du micron à
quelques centimètres, et forment des réseaux complexes qui cachent encore aujour-
d’hui bien des mystères.

La complexité de notre cerveau n’a d’égal que sa fragilité. La présence d’un gliome
de bas grade, tumeur primitive extrêmement infiltrante, en modifie la structure et,
donc, en influence grandement le fonctionnement. Bien entendu, notre cerveau est
capable de se réorganiser, de s’adapter à la présence de la tumeur, et de continuer à
fonctionner, différemment, mais correctement. C’est ce que l’on appelle la plasticité
cérébrale. Cependant, les gliomes étant des tumeurs évolutives, inflitrantes et pou-
vant dégénérer en cancers, elles nécessitent dans la plupart des cas une intervention
médicale. Les gliomes de bas grade recquièrent une stratégie thérapeutique à long
terme, qui tient compte de multiples facteurs : le type de gliome, sa localisation,
son historique, la capacité de réorganisation du cerveau, etc. Certes, la présence de
la tumeur modifie la structure cérébrale, mais cette dernière joue aussi un rôle im-
portant dans le mode de prolifération et d’extension du gliome. L’organisation de
la substance blanche, siège des connexions à longues distances entre les neurones,
détermine le profil de l’avancée tumorale. Autrement dit, le cerveau et le gliome
s’influencent l’un l’autre. Il est donc important, afin de comprendre cette interac-
tion entre le gliome et son milieu d’évolution, d’étudier la structure du cerveau,
notamment en terme de connectivité anatomique.

Le contexte scientifique de ce travail se situe à plusieurs niveaux. D’un point
de vue clinique, il est évident que la thérapie du gliome de bas grade pose encore
beaucoup de problèmes, et nécessite la mise en place de moyen divers : radiothérapie,
chimiothérapie, chirurgie. Ces éléments de soins doivent s’inscrire dans une véritable
stratégie qui tient compte de différents facteurs dont la plupart sont inobservables
in vivo. Nous tentons d’apporter notre pierre à l’édifice en essayant de comprendre,
via la modélisation, les modes d’évolution de la tumeur et les facteurs déterminant
leur propagation.

Du point de vue des neurosciences, c’est-à-dire des sciences qui tentent de com-
prendre notre cerveau, le chemin est encore long. Comme nous l’avons dit, le cerveau
et, en particulier, le cerveau humain, est un organe complexe. Cette complexité s’ex-
plique en partie par la multitude des interactions entre ses différents composants,
notamment via la substance blanche. Là aussi, nous tentons de participer à cette
aventure de l’exploration cérébrale par une méthode de représentation des structures
de la substance blanche.
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14 Introduction

Enfin, l’imagerie non invasive est au cœur de ce travail. En particulier, la toute
récente Imagerie par Résonance Magnétique de diffusion (IRMd), seule capable
d’accéder à la complexité de la substance blanche, constitue le socle sur lequel nous
avons basé notre travail. Le principe de l’IRMd repose sur l’observation de la diffu-
sion des molécules d’eau, présentes en masse dans le corps humain. Cette technique
d’imagerie révolutionnaire a certainement un avenir prometteur.

Apport. Dans ce travail, nous abordons deux aspects complémentaires de l’inter-
action entre la tumeur et son milieu.

D’une part, nous nous penchons sur la caractérisation de la structure du cerveau,
en particulier en termes de réseaux anatomiques. Nous proposons un modèle qui
consiste à considérer que les connexions anatomiques qui relient différentes régions
cérébrales sont des géodésiques, c’est-à-dire des chemins minimaux, dans un certain
espace. La métrique qui définit les distances dans cet espace est dérivée des données
d’IRMd. Ce modèle permet le calcul de graphes anatomiques de manière robuste
et rapide. Cette partie du travail a nécessité une mise en œuvre théorique et la
mise en place d’un nouvel algorithme pour le calcul rapide des géodésiques dans un
milieu elliptique. L’application de cette méthode à la reconstruction des fibres de la
substance blanche donne des premiers résultats prometteurs.

D’autre part, nous modélisons l’interaction entre un gliome de bas grade et son
milieu, c’est-à-dire les tissus cérébraux, par un processus de réaction-diffusion qui
décrit la croissance du gliome tout en prenant en compte la complexité du milieu. Les
paramètres de ce modèle ont une véritable interprétation physique et déterminent
le mode d’évolution du gliome. En particulier, les paramètres de diffusion (élément
spatial) et de prolifération des cellules tumorales (élément temporel) décrivent à la
fois la forme et la dynamique du gliome.

Les perspectives de ce travail sont multiples. La méthode de reconstruc-
tion de fibres de la substance blanche est la seule capable de traiter de larges
réseaux cérébraux, c’est-à-dire des réseaux constitués d’un grand nombre de régions
connectées. La mise en correspondance des résultats de cette méthode avec les
connaissances anatomiques et fonctionnelles du cerveau, l’accès direct aux fibres
via la chirurgie, etc., représentent non seulement des perspectives de validation
intéressantes, mais aussi un moyen nouveau pour appréhender certains mécanismes
cérébraux tels que l’apprentissage et la plasticité.

Une perspective importante de ce travail de thèse concerne son deuxième volet,
c’est-à-dire les modèles de croissance tumorale. La résolution du problème inverse,
qui consiste à déterminer les paramètres du modèle à partir d’images de tumeurs
réelles, constituerait un outil important pour l’aide à la stratégie thérapeutique. En
effet, selon le modèle, ces paramètres permettraient de modéliser la dynamique de
la tumeur, sa réponse aux divers traitements, son origine. Leur estimation est donc
cruciale.

Enfin, notre modèle de croissance tumorale peut être amélioré de bien des
manières. En particulier, la prise en compte des déformations mécaniques des tis-
sus et, notamment, de la substance blanche, permettrait de réunir les modèles de
représentation de fibres avec les modèles de croissance tumorale, et de rendre nos
simulations de tumeurs encore plus réalistes.

14
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Organisation de la thèse. Ce manuscrit suit la trame suivante. Tout d’abord,
un contexte général (partie I) nous sert à introduire les notions de bases en ana-
tomie cérébrale (chapitre 1), indispensables pour comprendre à la fois les termes
techniques utilisés dans la suite, l’échelle à laquelle se situe notre travail et, pour
finir, toute l’étendue de la complexité de ce fabuleux organe. Dans cette même par-
tie, le chapitre 2 est consacré à l’imagerie par résonance magnétique, où l’on insiste
plus particulièrement sur l’IRMd. Enfin, le dernier chapitre de ce contexte général
(chapitre 3) traite des gliomes de bas grade pour en brosser un aperçu général mais,
surtout, pour motiver les deux pendants de ce travail : la connectivité anatomique
et la croissance des gliomes.

Dans la seconde partie, et après un état de l’art sur les différents algorithmes
de représentation de fibres de la substance blanche (chapitre 4), la méthode des
géodésiques est introduite pas à pas, d’un point de vue aussi bien théorique qu’algo-
rithmique (chapitre 5). Après quelques essais sur simulations, deux exemples d’appli-
cations à des données réelles sont présentées, l’un traitant des connexions du cortex
cérébral, l’autre des connexions de ce dernier avec les structures internes du cerveau
(chapitre 6).

Enfin, la dernière partie de ce travail est consacrée à la présentation des modèles
de la croissance tumorale, et en particulier de notre modèle qui tient compte de la
relation particulière entre le gliome et la substance blanche.

L’ensemble des calculs est détaillé en annexe, pour permettre au lecteur à la fois
de pouvoir lire le manuscrit de manière linéaire, sans se perdre dans les calculs et,
en même temps, d’y avoir accès, par souci de rigueur ou par simple curiosité.

Bonne lecture !
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Première partie

Contexte général
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Chapitre 1

Éléments de neuroanatomie

Dans son Grand Dictionnaire Universel du XIXe siècle, Pierre Larousse
définit le cerveau comme étant la « masse de matière nerveuse qui occupe la cavité
du crâne chez l’homme et chez les vertébrés, et que l’on considère comme le siège
des sensations et le principe des mouvements volontaires » (Larousse, 1867). Cette
définition, loin d’être obsolète, serait néanmoins incomplète si l’on n’ajoutait que le
cerveau est aussi le siège des émotions et de la pensée.

Le cerveau humain est une machine complexe. Grâce à ses cent milliards de
neurones, autant qu’il y a d’étoiles dans notre galaxie, nous pouvons penser, aimer,
planifier, parler, imaginer . . .

Dans le présent chapitre, nous donnons quelques éléments de l’anatomie du cer-
veau humain. Nous y insistons tout particulièrement sur les aspects utiles dans la
suite du manuscrit, notamment la structure de la substance blanche. La diversité et
la complexité des fonctions qu’exerce notre cerveau est le fruit de son organisation,
comme nous le soulignons dans la dernière section de ce chapitre.

Le lecteur désireux d’approfondir ses connaissances, que nos éléments de neu-
roanatomie n’auront pas comblé, pourra toutefois se plonger dans le merveilleux
traité de Neurosciences d’Erik Kandel (Kandel et al., 2000). Nous conseillons aussi
un ouvrage plus scolaire, qu’appréciera le lecteur amateur de rigueur et de conci-
sion : l’Atlas de poche d’Anatomie de Werner Kahle (Kahle, 2002). Les puristes
sauront apprécier la rigueur scientifique et la précision de Jules Déjerine (Déjerine,
1895), dont l’ouvrage a été numérisé grâce au projet Gallica1. Enfin, les amateurs
d’informatique trouveront leur bonheur sur le site internet de Dominique Hasboun2,
joliment illustré et hautement interactif, ou sur celui de Bruno Dubuc3, qui est aussi
complet que didactique.

1.1 Le système nerveux

Tout organisme vivant est en interaction constante avec son environnement. Ces
interactions lui permettent de réagir vis-à-vis des stimulations du monde extérieur et
de son propre monde intérieur. Elles nécessitent la prise permanente d’informations

1gallica.bnf.fr
2www.chups.jussieu.fr/ext/neuranat
3www.lecerveau.mcgill.ca
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20 1.1. Le système nerveux

et la circulation de messages entre les différentes cellules de l’organisme. Le système
nerveux est un système complexe, qui tient sous sa dépendance toutes les fonctions de
l’organisme. Il se compose de centres nerveux qui sont chargés de recevoir, d’intégrer
et d’émettre des informations, et de voies nerveuses qui sont chargées de conduire
ces informations.

1.1.1 Point de vue macroscopique

Du point de vue de l’anatomiste, le système nerveux se subdivise en trois parties,
dont deux sont représentées sur la figure 1.1 :

1. Le Système Nerveux Central (SNC)

Il est profondément situé dans des cavités osseuses (la bôıte crânienne et le
canal vertébral) et entouré de membranes appelées méninges. Cette partie
comprend deux segments :

– le cerveau, ou encéphale, qui est intracrânien ;
– la moelle épinière, qui est intra-rachidienne.

2. Le Système Nerveux Périphérique (SNP)

Il est constitué de nerfs, dont certains recueillent de l’information et d’autres
diffusent les ordres. Les nerfs du SNP sont subdivisés en deux catégories fonc-
tionnelles :
– les efférences somatiques générales : nerfs somatomoteurs ;
– les afférences somatiques générales : nerfs somatosensitifs.

3. Le Système Nerveux Végétatif (SNV)

Ses nerfs interviennent plutôt dans la régulation des fonctions vitales internes.
Ils contribuent donc à l’équilibre de notre milieu intérieur en coordonnant
des activités comme la digestion, la respiration, la circulation sanguine, la
sécrétion d’hormones. Le système nerveux végétatif est à son tour subdivisé
en deux catégories : le système nerveux sympathique et le système nerveux
parasympathique.

1.1.2 Point de vue microscopique

Le système nerveux est formé de deux types de cellules : les cellules gliales et les
neurones (Figure 1.2). Toutes nos sensations, nos mouvements, nos pensées et nos
émotions sont le résultat de la communication entre les neurones, assurée par deux
processus complémentaires : la conduction électrique et la transmission chimique.
Les cellules gliales ne conduisent pas d’influx nerveux, elles n’en demeurent pas
moins essentielles pour le bon fonctionnement des neurones.

1.1.2.1 Les neurones

Comme toutes les cellules de notre organisme, les neurones possèdent une mem-
brane qui entoure un cytoplasme, et un noyau qui contient les gènes. Pour assurer la
transmission de l’information, les neurones possèdent deux types de prolongements
(cf. figure 1.2a) :

20



1. Éléments de neuroanatomie 21

Fig. 1.1 : Le système nerveux chez l’Homme..
SNC : Système Nerveux Central. SNP : Système Nerveux Périphérique.

(source : www.infovisual.info)

1. Les dendrites, qui se divisent comme les branches d’un arbre, recueillent l’in-
formation et l’acheminent vers le corps de la cellule. Certains neurones, comme
les cellules de Purkinje, peuvent posséder jusqu’à 1 000 dendrites chacun, ce
qui leur permet d’établir des connexions avec des dizaines de milliers d’autres
cellules.

2. L’axone, unique et généralement très long, conduit l’information du corps cel-
lulaire vers d’autres neurones, avec lesquels il réalise des connexions appelées
synapses. Les axones peuvent aussi stimuler directement d’autres types de cel-
lules, comme celles des muscles ou des glandes.

1.1.2.2 Les cellules gliales

Les cellules gliales, du mot glu car on pensait qu’elles soutenaient le cerveau, sont
dix à cinquante fois plus nombreuses que les neurones. Elles jouent un rôle de nutri-
tion, de protection et de soutien auprès des neurones, éliminent les déchets causés
par la mort neuronale et accélèrent la conduction nerveuse en agissant comme une
gaine isolante pour certains axones. Les cellules gliales les plus caractéristiques sont
les astrocytes et les oligodendrocytes, qui peuvent donner naissance aux principales
tumeurs cérébrales que sont les astrocytomes et les oligodendrogliomes, comme nous
le verrons au chapitre 3.

Les différentes cellules gliales (figure 1.2b) assurent, chacune à leur façon, le bon
fonctionnement des neurones du système nerveux central :

1. Les astrocytes, de forme étoilée, assurent un support mécanique aux neu-
rones. Ils les approvisionnent en nutriments et assurent l’équilibre du milieu
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22 1.2. Anatomie de l’encéphale

Fig. 1.2 : Les cellules du système nerveux..
a. Différents types de neurones ; b. Différents types de cellules gliales ; c. Positionnement des

astrocytes et des oligodendrocytes vis-à-vis des neurones.

(figure adaptée de différentes sources internet)

extracellulaire (figure 1.2c). Ils digèrent et éliminent aussi les débris de toutes
sortes.

2. La microglie constitue la première ligne de défense contre les corps étrangers.
Ce sont les macrophages du cerveau.

3. Les oligodendrocytes sont à l’origine de la gaine de myéline qui entoure les
axones de nombreux neurones (figure 1.2c). Le motif très particulier de cet
enroulement accélère la conduction nerveuse.

Des noms différents sont donnés aux cellules gliales qui assument ces fonctions dans
le système nerveux périphérique. On parle alors de cellules satellites pour le support
mécanique des neurones et de cellules de Schwann (figure 1.2b) pour la fabrication
de la myéline.

1.2 Anatomie de l’encéphale

L’encéphale est la partie du SNC confinée dans la bôıte crânienne. Il se décompose
en trois parties (Figure 1.3) :

1. Le prosencéphale est la partie la plus volumineuse de l’encéphale. Elle se
découpe elle-même en deux parties :
– le télencéphale qui comprend le cortex cérébral, l’hippocampe et les gan-

glions de la base ;
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1. Éléments de neuroanatomie 23

Fig. 1.3 : Différentes parties de l’encéphale..

– le diencéphale qui regroupe le thalamus, l’hypothalamus, les noyaux sous-
thalamiques, l’épiphyse et l’hypophyse.

2. le mésencéphale est une petite zone, située dans la partie supérieure du tronc
cérébral, comprenant le tectum et le tegmentum (noyaux rouges, substance
noire etc.).

3. le rhombencéphale regroupe le cervelet, le pont et le bulbe rachidien.

Nous nous bornerons dans la suite à décrire l’organisation du télencéphale et
du diencéphale, puisqu’il s’agit de ce que nous appelons communément le cerveau.
Nous diviserons notre propos en deux parties. L’une est consacrée à la substance
grise (cf § 1.2.1), qui correspond aux corps cellulaires des neurones avec leur dense
réseau de dendrites. La deuxième sera dédiée à la substance blanche (cf § 1.2.2),
qui correspond à la gaine de myéline qui recouvre les axones pour en accélérer la
conduction. Ces axones myélinisés, comme nous le verrons, s’assemblent en faisceaux
pour établir des connexions avec d’autres groupes de neurones.

1.2.1 Structure et organisation de la substance grise

1.2.1.1 Le cortex cérébral

C’est la partie du cerveau qui permet à l’espèce humaine de se distinguer au-
tant des autres espèces. Le cortex cérébral est une fine couche de substance grise
de quelques millimètres d’épaisseur qui recouvre nos hémisphères cérébraux. Il com-
prend à lui seul 75% des cent milliards de neurones de notre cerveau. Il s’organise
en différents lobes, séparés en deux hémisphères symétriques, et est caractérisé par
ses multiples circonvolutions. Nous en exposons ici l’organisation d’un point de vue
aussi bien anatomique qu’histologique.

Organisation Les anatomistes partitionnent le cortex de différentes manières.
Cette séparation peut être faite sur une base anatomique (séparation en lobes),
histologique (aires de Brodmann (1909), atlas de Von Economo et Koskinas (1925))
ou fonctionnelle.
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24 1.2. Anatomie de l’encéphale

Fig. 1.4 : Les lobes du cortex cérébral.

(source : www.city.ac.uk)

D’un point de vue anatomique, le cortex cérébral est divisé en cinq lobes : le
lobe Frontal, situé en avant du sillon central, le lobe Pariétal, situé en arrière de ce
même sillon central, le lobe Occipital qui occupe la partie la plus dorsale du cortex,
le lobe Temporal, situé sur la partie latérale du cerveau, enfin le lobe de l’Insula,
qui se trouve enfoui au fond de la vallée sylvienne. À ces cinq lobes s’ajoute le
lobe limbique, situé le long de la zone médiale du cortex, en profondeur de la paroi
interhémisphérique (cf figure 1.4).

Histologie Les neurones du cortex sont organisés en différentes couches, qui sont
au nombre de six :

I. Couche moléculaire : contient essentiellement des fibres (axones et dendrites).

II. Couche granulaire externe : neurones granulaires (couche réceptrice).

III. Couche pyramidale externe : cellules pyramidales (couche effectrice).

IV. Couche granulaire interne (couche réceptrice).

V. Couche pyramidale interne (couche effectrice).

VI. Couche polymorphe.

La figure 1.5 illustre cette organisation en couches pour certaines régions du
cortex. On constate que les différences histologiques se retrouvent à l’échelle macro-
scopique, aussi bien d’un point de vue anatomique que fonctionnel. En particulier,
on note que dans les cortex récepteurs, notamment le cortex occipital, il y a une
prédominance des couches II et IV, tandis que les couches III et V prédominent
dans le cortex moteur.

1.2.1.2 Les noyaux gris centraux

Les noyaux gris centraux sont des structures de substance grise interne du cerveau
(figure 1.6). Ils sont impliqués dans des boucles complexes qui les lient à différentes
aires du cortex, comme nous le verrons plus loin. Ces noyaux comprennent :

– le striatum, constitué du putamen et du noyau caudé ;
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Fig. 1.5 : Les aires de Brodmann et les couches corticales..

(figure adaptée de (Kandel et al., 2000))

– le globus pallidus (ou pallidum) qui, avec le putamen latéral, forment le noyau
lenticulaire ;

– le claustrum, qui forme une étroite bande de substance grise entre le putamen
et l’insula ;

– le thalamus, principal noyau du diencéphale. Il est subdivisé en de nombreux
sous-noyaux.

1.2.2 Structure et organisation de la substance blanche

1.2.2.1 L’axone

Comme nous l’avons dit précédemment, l’axone est l’un des trois éléments consti-
tutifs du neurone. Chaque élément possède une fonction propre. À une extrémité du
neurone, les dendrites reçoivent l’information, le corps cellulaire traite l’information
captée par les dendrites et produit les molécules nécessaires au maintien de l’intégrité
cellulaire. À l’autre extrémité du neurone s’élance un prolongement unique, l’axone,
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Fig. 1.6 : Les noyaux gris centraux.

(figure adaptée de (Kahle, 2002))

qui transmet l’information aux autres cellules nerveuses. L’axone se développe dans
le fœtus. Il remplit principalement trois fonctions : établir les connexions appro-
priées entre les cellules (à l’aide de synapses), transmettre les impulsions nerveuses
aux cellules contiguës, et acheminer les molécules élaborées dans le corps cellulaire
vers le point de connexion.

D’un point de vue purement descriptif, l’axone est une fibre tubulaire dont le
diamètre varie de 0,2 à 20 µm, qui peut se ramifier et atteindre une longueur d’un
mètre. L’axone est capable de convoyer l’information nerveuse sur de grandes dis-
tances sous forme d’un signal électrique appelé potentiel d’action. L’axone nâıt d’une
région particulière du neurone, appelée cône axonique ou cône d’émergence, d’où nâıt
le potentiel d’action.

Lorsqu’un axone trouve sa cible, il forme une aire de jonction qui porte le nom
de synapse. Il peut ensuite transmettre l’information sous la forme d’un signal
électrique de la cellule à la synapse. Lorsque le signal atteint la synapse, des
substances chimiques du nom de neurotransmetteurs sont émises et pénètrent dans
la cellule contactée. Ce phénomène aboutit à l’excitation ou à l’inhibition de la
cellule « postsynaptique ».

La transmission rapide des signaux électriques est une propriété capitale des
axones. La majorité des axones sont recouverts d’une gaine de myéline, substance
constituée de 70% de lipides (surtout du cholestérol et des phospholopides) et de
20% de protéines, qui augmente la vitesse de conduction des signaux électriques. La
perte de myéline est à l’origine de maladies comme la sclérose en plaques qui, en
provoquant le ralentissement de la transmission des signaux par les axones, altère
gravement la coordination motrice et la perception sensorielle notamment (figure 1.7
c et d).

La gaine de myéline ne couvre cependant pas entièrement l’axone et en laisse
de petites sections à découvert. Ces petites portions d’axone exposés s’appellent les
nœuds de Ranvier et sont espacés de 0,2 à 2 millimètres (Figure 1.7a). La gaine
de myéline accélère la conduction nerveuse parce que le potentiel d’action saute
littéralement d’un nœud de Ranvier à l’autre. Dans ce cas, la vitesse de propagation
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Fig. 1.7 : Les axones.
a. Représentation d’un nœud de Ranvier le long d’un axone ; b. Coupe transverse d’un

faisceau réel d’axones de la moelle épinière ; c. Représentation 3D d’un faisceau d’axones
myélinisé et (d) démyélinisé.

(figure adaptée de diverses sources internet))

axonale avoisine les 120 m.s−1, alors qu’elle n’est que de 0,5 m.s−1 dans un axone
non myélinisé. En effet, ce n’est qu’à cet endroit que les échanges ioniques générant
le potentiel d’action peuvent avoir lieu. On parle alors de conduction saltatoire,
par opposition à la propagation continue beaucoup plus lente qui survient dans les
axones non myélinisés.

1.2.2.2 Les faisceaux de la substance blanche

La substance blanche des hémisphères cérébraux est essentiellement formée de
faisceaux de fibres nerveuses myélinisées (figure 1.7b), à trajet plus ou moins sinueux,
qui s’entrecroisent très fréquemment les uns avec les autres. Elle comprend trois types
de fibres : les fibres d’association qui relient deux régions plus ou moins éloignées
d’un même hémisphère du cortex cérébral ; les fibres commissurales, ou commissures,
qui unissent les deux hémisphères entre eux ; les fibres de projection qui relient le
cortex aux noyaux gris centraux et au rhombencéphale.

Fibres d’association Les fibres d’association occupent les couches les plus
périphériques de la substance blanche, et sont d’autant plus courtes qu’elles sont
superficielles, c’est-à-dire voisines du cortex. Elles s’entrecroisent toutes avec les
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28 1.2. Anatomie de l’encéphale

Fig. 1.8 : Représentation de différents types de fibres.

a. Différents faisceaux d’association longs en coupe sagittale ; b. Capsule interne, externe et

extrême sur une coupe coronale. (figure adaptée de (Kahle, 2002))

fibres de projection ou les commissures. On subdivise les fibres d’association en trois
catégories :

– Les fibres courtes, ou fibres en U.
Les fibres en U relient entre elles deux circonvolutions adjacentes ou deux lobes
voisins.

– Les longs faisceaux d’association.
Les longs faisceaux d’association sont au nombre de six : le cingulum, le faisceau
longitudinal supérieur (ou faisceau arqué), le faisceau longitudinal inférieur, le
faisceau sous-calleux (ou fronto-occipital supérieur), le faisceau unciné et le
faisceau fronto-occipital inférieur (cf. figure 1.11).
Le cingulum est le faisceau d’association du lobe limbique. Il relie la première
circonvolution limbique à la deuxième, et unit le lobe limbique aux autres lobes
d’un même hémisphère.
Les cinq autres faisceaux appartiennent au manteau cérébral dont ils relient
les différents lobes. Le faisceau arqué relie le lobe frontal aux lobes pariétal et
temporal. Le faisceau unciné unit la pointe temporale à la pointe frontale. Le
faisceau longitudinal inférieur relie le lobe temporal au lobe occipital. Le fais-
ceau fronto-occipital inférieur, comme son nom l’indique, assure les connexions
entre le lobe occipital et le lobe frontal. Quant au faisceau fronto-occipital
supérieur, il connecte, lui, les lobes frontal et pariétal.

– Les fibres propres des lobes occipital et frontal.
Autour du faisceau longitudinal inférieur se regroupent les fibres propres au
lobe occipital, disposées en cinq faisceaux plus ou moins délimités. Ces fais-
ceaux assurent les connexions entre les différentes faces du lobe occipital, c’est-
à-dire les faces supérieure, moyenne et inférieure d’une part, et les parties
extérieure et intérieure d’autre part.
Le système des faisceaux d’association propres du lobe frontal est beaucoup
moins développé que celui du lobe occipital. Ces deux ensembles de fibres
s’entrecroisent avec les nombreuses fibres de projection et les commissures de
la région.
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Fig. 1.9 : Fibres commissurales.

a. Les commissures antérieure et postérieure déterminent l’axe CA-CP ; b. Radiations du

corps calleux en coupe axiale. (figure a adaptée d’une source internet et figure b de (Kahle,

2002))

Les commissures Les fibres commissurales, qui relient les deux hémisphères entre
eux, regroupent le corps calleux et les commissures antérieure et postérieure (cf.
figure 1.9a).

– Le corps calleux est la commissure la plus importante du cortex (environ 300
millions de fibres). Il est séparé en quatre parties, d’avant en arrière : le bec
(rostrum), le genou (genu), le tronc (truncus) et le bourrelet (splenium).
Latéralement, les fibres calleuses forment les radiations du corps calleux en
croisant les faisceaux d’association et de projection. Les fibres qui traversent
le genou et connectent les deux lobes frontaux sont appelées forceps minor
(petite pince), et celles qui traversent le splenium et qui connectent les deux
lobes pariétaux et occipitaux sont nommées forceps major (grande pince) (cf.
figure 1.9b).

– La commissure antérieure (CA) relie des points symétriques des hémisphères.
Elle associe les deux lobes temporaux, les régions olfactives et les bulbes ol-
factifs.

– La commissure postérieure (CP) constitue les fibres d’association entre le tha-
lamus, les tubercules quadrijumeaux antérieurs, les noyaux moteurs des 3e et
4e nerfs crâniens et la substance noire.

L’axe CA-CP est une des références les plus importantes en imagerie cérébrale (cf.
figure 1.9a).

Parmi les fibres inter-hémisphériques, on distingue deux types de fibres : les fibres
homotopes, qui connectent des régions symétriques des deux hémisphères cérébraux,
et les fibres hétérotopes, qui connectent des aires différentes. La plus grande majorité
des fibres du corps calleux sont de nature homotope.

Fibres de projection On désigne sous les nom de fibres de projection l’ensemble
des fibres qui prennent leur origine dans les cellules du cortex, et relient celui-ci aux
autres parties du SNC. Toutes les fibres de projection (efférentes et afférentes du
cortex) forment la couronne rayonnante ou corona radiata, en position sous-corticale.
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30 1.2. Anatomie de l’encéphale

Fig. 1.10 : Fibres de projection et boucle cortico-sous-corticales.

a. Fibres de projection. b. Connexions des noyaux du thalamus avec le cortex. c. Illustration

de la boucle motrice. d. Illustrations des boucles motrice, préfrontale et limbique. (figures a,

b et c adaptées de diverse sources internet.)

Les fibres de projection passent en travers des noyaux gris centraux, en formant
trois faisceaux ou capsules, de dedans en dehors : la capsule interne, la capsule
externe et la capsule extrême (cf. figure 1.10a).

Les noyaux gris centraux ont une somatotopie bien particulière. Ils se subdivisent
en territoires ayant des projections corticales spécifiques. Le thalamus, par exemple,
est constitué de plusieurs noyaux, que l’on sait (ou suppose) connectés à différentes
parties du cortex (figure 1.10b). Le striatum, comme nous le verrons plus loin (§
6.2.2), est aussi subdivisé en territoires qui possèdent des rôles fonctionnels différents,
et des connexions corticales qui reflètent cette subdivision fonctionnelle.

Enfin, les fibres cortico-basales, c’est-à-dire celles qui relient le cortex aux noyaux
gris centraux, forment des boucles qui partent du cortex vers le striatum (noyau
caudé et putamen), puis vers le pallidum (externe puis interne), et qui retournent
vers le cortex en passant par le thalamus (figure 1.10 c et d). Le pallidum établit
également une boucle interne avec les noyaux sous-thalamiques.
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1. Éléments de neuroanatomie 31

1.2.3 Les ventricules cérébraux

Notre description de l’anatomie de l’encéphale serait plus qu’incomplète si l’on
n’évoquait pas les ventricules cérébraux. Il s’agit d’un système de cavités qui contient
du liquide cérébro-spinal (ou céphalo-rachidien). En plus de contribuer à absorber
les chocs, ce liquide diminue la pression à la base du cerveau en faisant flotter le
tissu nerveux. Produit par les plexus choröıdes dans les ventricules les plus hauts et
résorbé au niveau des granulations de Paccioni, le long du sinus veineux longitudinal,
le liquide cérébro-spinal circule en évacuant les déchets toxiques et en transportant
des hormones entre des régions éloignées du cerveau.
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1. Éléments de neuroanatomie 33

1.3 De l’anatomie à la fonction

Dans le domaine des neurosciences, une polémique de longue date oppose les
esprits « localisationnistes » et les défenseurs du « connexionnisme ». Les premiers
soulignent la spécificité et la modularité de l’organisation cérébrale, tandis que les
seconds soutiennent la thèse d’un fonctionnement plus global et d’une action de
masse du cerveau.

Cette polémique révèle l’existence de deux propriétés complémentaires du cer-
veau des hauts vertébrés : la ségrégation fonctionnelle des différentes régions
cérébrales et leur intégration dans la perception et dans le comportement.

1.3.1 Les aires fonctionnelles cérébrales

Le découpage du cerveau en zones fonctionnelles est une évidence. Ce ne sont
pas les exemples qui manquent : dès le milieu du XIXe siècle, Paul Broca révèle
l’existence chez l’homme d’une région responsable de la production de la parole.

La spécificité fonctionnelle des régions du cortex cérébral peut même se traduire
par des différences histologiques, comme l’a révélé l’atlas de Brodmann (Figures
1.5 et 1.12a). Enfin, les Canadiens Penfield et Rasmussen (1950) ont démontré par
des stimulations électriques corticales que, de part et d’autre du sillon central, les
régions motrices et sensorielles chez l’homme sont organisées selon une somatotopie
bien particulière, résumée dans leur fameux homonculus (cf. figure 1.12b).

Fig. 1.12 : Exemples de ségrégation fonctionnelle..

a. Rôle fonctionnel de certaines régions de l’atlas de Brodmann ; b. Homonculus de Penfield

et Rasmussen. (figures adaptées de diverse sources internet)

1.3.2 Les réseaux fonctionnels cérébraux

En plus de cette spécialisation fonctionnelle à l’échelle locale, l’activité cérébrale
est globalement intégrée, à différentes échelles, du neurone jusqu’aux régions
cérébrales. Les connexions qui font du cerveau un organe « câblé » sont rendues
possibles par les prolongements des neurones, les axones, qui peuvent être distribués
de manière diffuse ou se rassembler en faisceaux qui forment, comme nous l’avons
dit précédemment, la substance blanche du cerveau.
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34 1.3. De l’anatomie à la fonction

Fig. 1.13 : Schéma des connexions dans le réseau visuel chez le singe.

(source : Felleman et van Essen (1991))

Il y a environ 1015 connexions dans notre cerveau, ce qui assure que chaque neu-
rone du cerveau n’est qu’à quelques synapses de tous les autres, un peu comme on
dit que chaque personne sur la Terre n’est en moyenne qu’à six « connaissances » de
tous les autres humains. Cependant, on ne communique réellement qu’avec quelques
centaines d’individus durant notre vie. De même, les neurones n’établissent de
connexions significatives qu’avec certains autres neurones très spécifiques. La figure
1.13 montre, par l’exemple des connexions dans le réseau visuel chez le singe, toute
la complexité des réseaux fonctionnels cérébraux.

Une illustration simple du lien intime qui lie l’anatomie du cerveau à sa fonc-
tion est l’expérience du split brain (ou cerveau divisé) illustrée dans la figure 1.14.
Cette expérience concerne des personnes ayant subi une section du corps calleux.
Ces patients n’ont pas de modification de la personnalité ou de l’intelligence, et
mènent une vie quotidienne normale. L’expérience du split brain permet cependant
de mettre en évidence leur déficit. La sensibilité tactile de la main gauche est enre-
gistrée dans l’hémisphère droit, et celle de la main droite dans l’hémisphère gauche,
qui est généralement chez les droitiers l’hémisphère dominant du langage. Ainsi, une
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1. Éléments de neuroanatomie 35

Fig. 1.14 : Expérience du split brain..

Un droitier ne reconnâıt pas un objet qu’il touche avec la main gauche, puisque les

informations sensorielles captées par celle-ci parviennent à l’hémisphère droit, et ne peuvent

être intégrées par l’hémisphère dominant du langage en raison de l’absence de corps calleux.

Quand la même personne touche l’objet avec la main droite, elle peut le nommer

immédiatement.

personne ne possédant pas de corps calleux et, donc, pas de connexion entre ses
deux hémisphères, pourra reconnâıtre un objet qu’elle touche de la main gauche,
sans pouvoir le nommer, l’information ne pouvant pas passer à l’hémisphère do-
minant du langage et, plus particulièrement, à l’aire de Broca. Si, par contre, elle
touche l’objet de la main droite, elle le nommera immédiatement.

Il existe donc des circuits d’interaction très particuliers entre certaines régions
du cerveau. Ces circuits, ou réseaux, sont composés de régions fonctionnelles et
de connexions entre ces régions. Grâce à l’imagerie cérébrale et, en particulier à
l’imagerie par résonance magnétique, on peut désormais accéder à ces réseaux, de
manière directe ou indirecte et à différentes échelles spatiales et/ou temporelles.
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Chapitre 2

L’imagerie par résonance
magnétique
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« ...et nous avons fait de l’eau toute chose vivante. »
Le Coran. Sourate 21, verset 30.

L’Imagerie par Résonance Magnétique, ou IRM, est une technique qui a
révolutionné l’étude du cerveau. Elle permet d’accéder, de manière totalement non
invasive, aussi bien à la structure cérébrale qu’à sa fonction. De loin la plus polyva-
lente et la plus souple des méthodes d’imagerie médicale, c’est aussi l’une des plus
complexes.

Dans ce chapitre, nous exposons de manière succincte le principe physique de la
résonance magnétique nucléaire (RMN) sur lequel repose toute acquisition d’IRM
(§ 2.1). Nous exposons ensuite quelques exemples de séquences courantes d’acqui-
sition en IRM, démontrant par là la puissance et la modularité de cette technique
révolutionnaire. Nous nous attarderons plus particulièrement sur deux applications
importantes en IRM : l’IRM fonctionnelle (IRMf) qui permet d’imager, indirecte-
ment mais de manière dynamique et précise, le fonctionnement du cerveau, grâce
à l’effet BOLD (pour « Blood Oxygen Level Dependent ») dont nous exposerons le
principe (§ 2.2). La deuxième modalité dérivée de l’IRM que nous exposerons en
détail est l’IRM de diffusion (IRMd). Cette technique encore récente et qui suscite
beaucoup d’engouement est, comme nous le verrons, la seule méthode non inva-
sive qui permet d’explorer l’architecture de la matière blanche cérébrale (§ 2.3). Il
est évident que cette technique nous concerne plus particulièrement ici puisque nous
nous intéressons dans ce travail à la structure de la substance blanche, élément essen-
tiel participant à la complexité du fonctionnement cérébral, et facteur déterminant
de l’évolution d’une pathologie telle que les gliomes intra-cérébraux.
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38 2.1. Principe général de l’IRM

2.1 Principe général de l’IRM

L’IRM est fondée sur la théorie physique de la résonance magnétique nucléaire,
c’est-à-dire la réponse d’un système de spins nucléaires à une perturbation
électromagnétique spécifique. Dans le cas de l’IRM, le système de spins est constitué
de l’ensemble des noyaux d’hydrogène du corps humain. Les propriétés magnétiques
locales des tissus nous permettent alors de contraster cette réponse et, ensuite, de
former une image de ces contrastes.

2.1.1 Origine physique du signal en IRM

Le corps humain est composé à 80% d’eau. Or, les noyaux d’hydrogène possèdent
un spin nucléaire non nul. Cette quantité caractéristique d’un système quantique
permet l’interaction de ces noyaux avec un champ magnétique (Huettel et al., 2004).
Une expérience en RMN comporte les phases suivantes :

– Un champ magnétique statique intense b0 permet d’aimanter le corps. Tous
les spins ont alors un mouvement de précession autour de l’axe b0, à une
fréquence caractéristique ν0, dite de Larmor, qui est proportionnelle à l’inten-
sité du champ magnétique :

ν0 =
γ

2π
‖b0‖, (2.1)

où γ est une constante appelée facteur gyro-magnétique, spécifique de
l’atome étudié (ici, l’hydrogène). Le système de spins génère alors un champ
magnétique total m parallèle à b0.

– Un champ oscillant b1, autrement dit une onde électromagnétique, d’intensité
beaucoup plus faible, perturbe alors le système et fait basculer les spins dans
un plan généralement perpendiculaire à b0, dit transversal. Cette interaction
ne peut se produire que lorsque la fréquence de l’onde perturbatrice b1 entre en
résonance avec le système de spins, c’est-à-dire lorsque sa fréquence correspond
à la fréquence de Larmor qui est, pour l’hydrogène, une fréquence radio (ou
RF) d’environ 64 MHz pour une machine IRM standard de 1,5 Tesla.

– Lors de l’arrêt de l’excitation par l’impulsion RF, la dynamique de retour des
spins à l’état d’équilibre crée une onde électromagnétique qui peut être mesurée
grâce à une antenne.

La nature de cette dynamique de retour à l’équilibre du système dépend des pro-
priétés locales des tissus (propriétés magnétiques, chimiques, moléculaires, etc.). Plus
particulièrement, il se trouve que des phénomènes physiques différents caractérisent
la repousse de l’aimantation longitudinale mz (parallèle à b0) et la disparition de
l’aimantation transverse mxy. Ces phénomènes sont caractérisés par deux échelles
temporelles que l’on a coutume de paramétrer par deux constantes de temps T1 et
T2 (Figure 2.1).

2.1.2 Principe de formation de l’image en IRM

Au sein du corps humain, les propriétés qui influent sur le retour à l’équilibre
du système de spins sont hétérogènes. La réponse du système sera donc spécifique
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2.L’imagerie par résonance magnétique 39

Fig. 2.1 : Principe de la relaxation de spin..

Lors du retour à l’équilibre des spins, la magnétisation totale m a un mouvement hélicöıdal.

La relaxation longitudinale mz est caractérisée par la constante de temps T1. La relaxation

transverse mxy est régie par la constante T2. (source : Huettel et al. (2004))

de la position des spins dans l’espace. En conséquence, la localisation des différents
signaux émis par l’ensemble du corps permet de former une image.

2.1.2.1 Localisation du signal

La fréquence de résonance des spins nucléaires, comme on l’a vu précédemment,
est la fréquence de Larmor. Or, cette fréquence est proportionnelle au champ sta-
tique local (équation (2.1)). En appliquant un gradient de champ gz = ∂b0/∂z, la
fréquence de Larmor variera le long de l’axe Oz :

ν0(z) =
γ

2π

(
‖b0‖+

∫ z

0

gzdz

)
. (2.2)

Ainsi, si l’onde RF envoyée lors de la perturbation du système est centrée sur une
certaine fréquence ν, elle n’entrera en résonance qu’avec la tranche perpendiculaire
au gradient de champ, dont la position z∗ sur l’axe Oz vérifie :

ν0(z∗) = ν. (2.3)

En d’autres termes, le signal reçu par l’antenne après l’émission de l’onde RF ne
proviendra que de la coupe de position z∗, on parle alors d’excitation sélective. La
localisation et l’épaisseur de la tranche ainsi sélectionnée dépendent de la fréquence
d’excitation ν, de la largeur de la bande de fréquence ∆ν centrée en ν et de l’intensité
du gradient gz.

La localisation dans le plan transversal xOy repose sur un principe analogue.
Deux gradients de champ gx et gy sont appliqués avant et durant l’acquisition du
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40 2.1. Principe général de l’IRM

signal, réalisant un codage en phase et en fréquence des spins qui, après une trans-
formée de Fourier inverse, se traduit en encodage spatial. Grâce à ce codage spatial
de l’information, on est capable de localiser la source de signal IRM dans l’espace et,
ainsi, de construire un volume, correspondant aux contrastes recherchés dans l’objet
étudié. Ce volume est discret, c’est-à-dire qu’il est composé d’éléments volumiques
appelés voxels. La taille des voxels détermine la résolution spatiale de l’image. Nous
renvoyons le lecteur intéressé à (Huettel et al., 2004) pour plus de détails.

2.1.2.2 Séquences d’acquisition et contrastes

Différents types de contrastes Comparée aux autres méthodes d’imagerie
médicale, l’IRM est sans doute la plus polyvalente. Elle peut être utilisée pour ima-
ger des contrastes induits par différentes caractéristiques des tissus. Ces contrastes
peuvent se séparer en deux groupes :

– les contrastes statiques, sensibles au type d’atomes étudié, ainsi qu’à leur
nombre et leurs propriétés de relaxation. Typiquement, on peut réaliser des
contrastes sensibles à la densité de protons, aux temps de relaxation T1 et T2

ou à la composition chimique moléculaire (en spectroscopie par IRM).
– Le deuxième type de contrastes est constitué des contrastes dynamiques,

sensibles au mouvement des atomes. Typiquement, les contrastes dynamiques
peuvent être rendus sensibles au flux sanguin (en angiographie par IRM), à la
diffusion de l’eau (en IRM de diffusion) ou à l’irrigation capillaire (en IRM de
perfusion).

On peut également distinguer les contrastes endogènes, c’est-à-dire relatifs à des
propriétés intrinsèques aux tissus, des contrastes exogènes, dus à la présence de
substances étrangères. Le contraste BOLD, comme nous le verrons, est un exemple de
contraste endogène, car il dépend de la concentration locale en désoxyhémoglobine.
L’utilisation de produits de contraste, comme le Gadolinium, pour augmenter le
contraste de certains tissus, comme les gliomes, constitue un exemple de contraste
exogène.

Séquences d’acquisition Une séquence d’acquisition en IRM est la répétition
d’opérations (excitation RF, application de gradients de champ, lecture du signal)
agissant sur le système. Or, comme nous l’avons déjà dit, la distribution spatiale des
constantes de temps T1 et T2 est hétérogène (voir le tableau 2.1). En conséquence, la
chronologie des opérations d’excitation détermine la sensibilité envers les paramètres
T1 et T2.

tissus T1 (ms) T2 (ms)

substance grise 900 100
substance blanche 600 80

liquide céphalo-rachidien 4000 2000
gliome 1300 200

Tab. 2.1 : Temps de relaxation de différents tissus à 1,5 Tesla..

(source : Huettel et al. (2004))
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2.L’imagerie par résonance magnétique 41

On définit le temps de répétition (TR) et le temps d’écho (TE) comme étant
les intervalles de temps entre, respectivement, deux impulsions d’excitation sélective
successives, et entre une impulsion d’excitation et la lecture du signal. Ainsi, achevée
ou non, la repousse en T1 de la composante longitudinale mz sera interrompue au
bout d’un temps TR, au bout duquel une autre excitation viendra rebasculer les spins
dans le plan transverse. De plus, la disparition en T2 de la composante transverse
mxy dépendra de l’intervalle de temps TE entre la bascule et la lecture du signal.

Fig. 2.2 : Exemples de pondération du signal en IRM..

a. Contraste T1 ; b. Contraste T2 de la même coupe de cerveau.

Il est alors possible, en faisant varier les temps d’écho TE et de répétition TR,
d’obtenir des contrastes physiques très différents. Par exemple, il est facile de mon-
trer qu’avec un TE négligeable devant la valeur de T2, l’image résultante dépend
essentiellement de la valeur de T1 (on dit qu’elle est pondérée en T1). Inversement,
si le TR est beaucoup plus long que T1, le contraste de l’image sera dominé par la
valeur de T2, on aura donc une image pondérée en T2 (Figures 2.2 et 2.3).

2.2 L’IRM fonctionnelle

Divers types de contraste existent en IRMf : CBF (pour « Cerebral Blood
Flow », ou flux sanguin cérébral), BOLD, ASL (pour « Arterial Spin Labeling »,
ou labélisation des spins artériels), etc. Même s’il est vrai que toutes ces moda-
lités tendent à se développer, la plus répandue est actuellement celle basée sur
l’effet BOLD (Ogawa et al., 1990). Cette séquence qui, comme nous l’avons dit
précédemment, représente un contraste dynamique et endogène, reflète de manière
indirecte l’activité neuronale. Grâce à l’effet BOLD, on peut réaliser des images
avec une résolution de l’ordre de quelques millimètres en espace, et de l’ordre de la
seconde en temps, permettant ainsi de suivre la dynamique de l’activité cérébrale
ou, en tout cas, ses conséquences métaboliques et hémodynamiques, avec une assez
bonne précision.

L’IRMf permet de répondre à des questions neuroscientifiques diverses et variées.
Par exemple, quelles régions sont impliquées dans une tâche de mémoire à court
terme ? ou Comment les interactions fonctionnelles du réseau moteur se modulent-
elles en fonction d’un apprentissage ?.
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Fig. 2.3 : Choix de TR/TE pour les pondérations T1/T2..

La figure montre la récupération en T1 et la décroissance en T2 pour deux tissus différents

(représentés par les couleurs bleu et rouge) ainsi que le contraste entre ces deux tissus, en

vert. Pour une pondération en T1, on choisit un TR maximisant le contraste T1 (trait vert en

a) et un TE court pour minimiser l’effet T2 (traits verticaux discontinus en a et b).

Inversement, pour une pondération en T2, le TE maximise le contraste T2 (trait vert en b) et

le TR est long pour minimiser l’effet en T1 (traits verticaux continus en a et b).

2.2.1 De l’activité neuronale à l’effet BOLD

Une activité neuronale transitoire a pour effet une modification de l’activité
métabolique locale, qui induit une modification de l’hémodynamique (figure 2.4a).
Les liens entre activité neuronale, activité électrique et activité métabolique mettent
en jeu des mécanismes complexes, que plusieurs équipes ont tenté de modéliser
(Buxton et al., 1998; Aubert et al., 2001; Aubert et Costalat, 2002). Nous nous
contenterons de dire que l’activité des neurones nécessite un apport énergétique qui
se traduit par une oxygénation du sang dans les tissus environnants (cf figure 2.4b).
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2.L’imagerie par résonance magnétique 43

Fig. 2.4 : Principe de formation du signal BOLD.

a. Étapes de formation du signal BOLD. b. Lien entre activité neurale, métabolique et

hémodynamique. c. Principe de génération du signal BOLD à partir du déphasage des spins

des noyaux d’hydrogène. (sources : Arthurs et Boniface (2002) pour (a) et Heeger et Ress

(2002) pour (b-c).
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44 2.3. L’IRM de diffusion

L’effet BOLD est lié à cette oxygénation et, en particulier, à la concentration de
désoxyhémoglobine [dHB] dans les capillaires. La présence de cette molécule para-
magnétique modifie le champ magnétique local et crée une inhomogéneité du champ
∆b0. Or, la présence d’une inhomogéneité de ce champ statique induit une variation
locale de la résonance des spins d’hydrogène. Cela a pour effet de raccourcir le T2

local (figure 2.4c). On parle alors de T2 apparent, noté T ∗2 , qui vérifie :

1

T ∗2
=

1

T2

+ γ‖∆b0‖. (2.4)

La séquence BOLD étant rendue expressément sensible au T ∗2 (T1 � TR), il est
alors possible de suivre l’évolution temporelle de l’activité hémodynamique locale
en réitérant l’acquisition pondérée en T ∗2 du volume cérébral au cours du temps.

2.3 L’IRM de diffusion

En IRM de diffusion, l’image est composée d’un contraste endogène dynamique,
sensible à la diffusion des molécules d’eau dans le corps. À l’instar de l’IRM basée
sur l’effet BOLD, qui est reliée de manière indirecte à l’activité neuronale, l’IRM de
diffusion est, elle, indirectement reliée à l’architecture du cerveau. Le mouvement
des molécules d’eau s’effectuant dans un milieu restreint, le profil de la diffusion
donne une indication sur la structure de ce milieu, et, en particulier, sur celle de
la substance blanche. C’est la seule technique non invasive qui permet de décrire la
structure fibreuse de la matière blanche.

2.3.1 Principe physique

À toute température au-dessus du zéro absolu, les molécules se déplacent de
façon aléatoire. Cette agitation due à des effets thermodynamiques (mouvement
brownien) est maintenant connue sous le nom de diffusion. La variance < r2 >
d’un tel déplacement en trois dimensions suit une loi linéaire par rapport au temps
(Einstein, 1905) :

< r2 >= 6DTd, (2.5)

où Td est le temps de diffusion et D une constante, qui dépend du milieu et de la
molécule concernée, dénommée coefficient de diffusion. Par exemple, pour l’eau à la
température du cerveau, 68% des molécules diffusent dans une sphère de 17µm de
diamètre en 50 ms (Le Bihan, 2003).

Grâce à l’abondance des molécules d’eau dans le corps humain, il est possible de
rendre l’IRM sensible à la diffusion de l’eau. En effet, dans un champ magnétique
statique, la diffusion des molécules d’eau n’a pas de conséquences sur le signal d’IRM
(Figure 2.5a). Par contre, l’application d’un gradient de champ, dit gradient de
diffusion, crée une inhomogénéité du champ magnétique statique, qui a pour effet de
déphaser les spins lors de leur retour à l’équilibre (Figure 2.5b). Si, avant d’acquérir
le signal, on applique un gradient négatif, de même durée et de même puissance
que le premier, les spins seront rephasés, et le signal sera donc identique à celui
que l’on aurait mesuré sans application des gradients de diffusion. Or, dans le cas
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2.L’imagerie par résonance magnétique 45

Fig. 2.5 : Principe de l’IRM de diffusion..

Avant l’application des gradients de diffusion, les spins sont en phase (a). L’application d’un

gradient de champ dans la direction Ox provoque un déphasage, au sein de chaque unité de

volume, d’autant plus grand que le gradient est fort (b). L’application d’un gradient opposé

rephase les spins, sauf quand les molécules diffusent le long de la direction d’application des

gradients. Dans ce cas, les spins demeurent déphasés. La diffusion perpendiculairement au

gradient n’empêche pas les spins de se rephaser (c).
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46 2.3. L’IRM de diffusion

de molécules animées d’un mouvement de diffusion, le champ magnétique vu par
ces molécules pendant l’application du deuxième gradient ne compense pas celui
vu pendant le premier gradient de champ, car elles auront bougé entre les deux
(Figure 2.5c). Cela a pour conséquence un déphasage supplémentaire, qui provoque
une baisse du signal A, laquelle obéit à l’équation suivante :

A = e−
R τ
0 D(γG(t)t)2dt. (2.6)

Dans cette équation, D est le coefficient de diffusion dit apparent, c’est-à-dire ce-
lui mesuré par l’IRM, G est le module du gradient de diffusion et τ est la durée
d’application de ce gradient. En définissant le degré de pondération en diffusion b :

b =

∫ τ

0

(γG(t)t)2dt, (2.7)

l’équation (2.6) se réécrit de manière simplifiée :

A = e−bD. (2.8)

Cette dernière équation indique que la pondération en diffusion, c’est-à-dire la
sensibilité du signal à la diffusion des molécules, ou encore l’atténuation subie par
le signal en raison de la diffusion, est d’autant plus importante que le coefficient
de diffusion D est élevé. Elle est aussi d’autant plus importante que le facteur de
pondération b est élevé. Dans cette formule, D est une caractéristique du milieu,
tandis que b est fixé par les paramètres de l’acquisition.

Fig. 2.6 : Importance de la valeur de b.

Lorsque b = 100, le signal n’est pas suffisamment atténué pour distinguer les différentes

directions de diffusion. Inversement, lorsque b = 5 000, le signal, trop atténué, se voit noyé

dans le bruit. La valeur intermédiaire b = 1 000 permet de trouver un bon compromis entre le

niveau de signal et le niveau de bruit.

Il convient de souligner l’importance du facteur b, notamment lorsqu’il s’agit de
faire de l’IRMd à haute résolution angulaire (cf. section 2.3.3). Si b est petit devant
l’ordre de grandeur de la diffusion D, l’atténuation du signal est faible pour toutes
les directions d’application des gradients, le profil de diffusion est alors sphérique. La
diffusion semble équivalente dans toutes les directions, comme dans le cas isotrope
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2.L’imagerie par résonance magnétique 47

(cf § 2.3.2.1). Inversement, si b est grand devant D, il y a une bonne différenciation
entre les directions de haute diffusivité et les directions de basse diffusivité, ce qui
permet d’avoir un profil de diffusion précis, au prix d’une diminution du rapport
signal à bruit (RSB). Il y a donc un compromis à trouver (Alexander et Barker,
2005), qui se situe autour de b = 1 000 s.mm−2 dans la plupart des applications (cf
figure 2.6).

2.3.2 Tenseur de diffusion

2.3.2.1 Diffusion anisotrope

Comme le montre la figure 2.5, le signal mesuré en IRM de diffusion est sensible
à la valeur de la diffusion dans la direction d’application du gradient. Dans un milieu
isotrope, c’est-à-dire où la diffusion est la même quelle que soit la direction, cette
mesure suffit à caractériser la diffusion dans toutes les directions. Or, le cerveau
humain n’est pas un milieu totalement isotrope. La substance blanche, comme on
l’a vu au chapitre 1, est composée de fibres myélinisées, constituant des barrières
physiques pour les molécules d’eau. Celles-ci diffusent préférentiellement dans une
direction parallèle aux fibres (Figure 2.7). Typiquement, on trouve dans la substance
blanche, pour la molécule d’eau et à la température du cerveau, les valeurs suivantes
pour la diffusion parallèle (D‖) aux fibres et perpendiculaire (D⊥) aux fibres :

D‖ = 1,2 10−3mm2s−1

D⊥ = 0,4 10−3mm2s−1.
(2.9)

Fig. 2.7 : Diffusions isotrope et anisotrope.

a. Profil de diffusion isotrope ; b. Profil de diffusion anisotrope ; c. Diffusion restreinte dans la

substance blanche. La diffusion dans la direction des fibres D‖ est trois fois plus importante

que la diffusion perpendiculaire D⊥. (source : Le Bihan (2003))
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48 2.3. L’IRM de diffusion

2.3.2.2 Modèle du tenseur de diffusion

Comme nous l’avons dit précédemment, lors d’une séquence de diffusion, le
signal est atténué par la diffusion des molécules le long de la direction d’application
du gradient de diffusion. Pour avoir une idée du profil de la diffusion en tout point
du cerveau, il faut donc appliquer un gradient de diffusion dans toutes les directions
possibles. Même si certaines séquences, dont nous parlerons par la suite, permettent
de réaliser une acquisition sur un grand nombre de directions échantillonnées sur
une sphère, un moyen simple de se faire une idée du profil de diffusion est de
considérer un modèle de tenseur de diffusion.

Modèle Le modèle de tenseur de diffusion, introduit par Basser et al. (1994),
s’appuie sur les lois empiriques de Fick, qui ont été confirmées par Einstein lors de
ses études sur le mouvement brownien. En particulier, la deuxième loi de Fick, basée
sur des considérations « lavoisiennes » de conservation de la matière, donne une
formule pour l’évolution de la concentration (ici, des molécules d’eau) en fonction de
leur diffusivité. Il découle de cette loi une formulation probabiliste du déplacement
des molécules, qui peut s’exprimer ainsi : la probabilité qu’une particule se trouvant
en un point x de l’espace, se retrouve en un point x + dx en un temps τ , suit une
loi normale dont la variance dépend du coefficient de diffusion. Ce qui, en termes
mathématiques, peut s’écrire :

p(x + dx|x, τ) =
1√

(4πτ)3|D|
e−dxTD−1dx/(4τ), (2.10)

où D est le tenseur de diffusion et |D| son déterminant. Dans un milieu isotrope, le
tenseur D est la matrice diagonale DI3, où D est le coefficient de diffusion et I3 la
matrice identité en dimension 3. L’équation (2.10) devient :

p(x + dx|x, τ) =
1√

(4πDτ)3
e−dx2/(4Dτ). (2.11)

On parle alors de propagateur gaussien. Par ailleurs, le tenseur de diffusion est une
matrice symétrique définie positive qui donne la valeur de la diffusion D en tout
point x et dans toute direction dx par la formule suivante :

D = dxTD(x)dx. (2.12)

Estimation du tenseur de diffusion Nous avons vu précédemment que
l’atténuation du signal d’IRM due à l’application d’un gradient de diffusion dans une
direction dépendait de la valeur de la diffusion le long de cette direction (équation
(2.6)). Or, la valeur de la diffusion le long d’une direction peut s’exprimer en fonction
du tenseur de diffusion (équation (2.12)). Ainsi, pour estimer le tenseur de diffusion,
qui est une matrice 3×3 symétrique comprenant donc six coefficients indépendants,
il suffit de mesurer l’atténuation du signal dans six directions non parallèles, et de
résoudre le système combinant les équations (2.6) et (2.12) :

Ai = e−bx
T
i Dxi , i = 1 . . . 6, (2.13)
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2.L’imagerie par résonance magnétique 49

où (xi)
6
i=1 sont les directions d’application du gradient. Ce système se réécrit très

simplement en un système de six équations et six inconnues :

xjix
k
iDjk = lnAi, i = 1 . . . 6, (2.14)

où xji est la jème coordonnée du vecteur xi, et où les notations d’Einstein sont
utilisées.

Fig. 2.8 : Modèle du tenseur de diffusion.

a. Matrice représentant les coefficients du tenseur de diffusion à travers les voxels du cerveau

sur une même coupe axiale. b. Représentation en ellipsöıde d’un tenseur en 2D. c. Trace du

tenseur de diffusion.

Outre la résolution directe de ce système par l’inversion de sa matrice, qui est in-
versible puisque les vecteurs xi sont non parallèles, il existe plusieurs méthodes d’es-
timation plus robustes du tenseur de diffusion, la plupart motivées par la présence
de bruit lors de l’acquisition (Tschumperlé et Deriche, 2001; Mangin et al., 2002).
Le tenseur de diffusion a une importance telle que l’on parle désormais de DTI, pour
« Diffusion Tensor Imaging », ou Imagerie par Tenseur de Diffusion (cf figure 2.8).
Cet abus de langage a achevé de faire passer un modèle dérivé de l’IRMd pour une
technique d’acquisition à part entière !

Champs scalaires La DTI apporte essentiellement trois types d’informations sur
les propriétés de diffusion de l’eau : (1) la diffusion moyenne ; (2) l’anisotropie de
la diffusion ; (3) l’orientation de la diffusion. Plusieurs valeurs dérivées du tenseur
de diffusion peuvent être calculées, chacune se rapportant à l’une de ces trois
caractéristiques :

– Trace du tenseur :
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50 2.3. L’IRM de diffusion

Il s’agit simplement de la trace de la matrice D, c’est-à-dire la somme de ses
éléments diagonaux :

Trace(D) = D11 +D22 +D33. (2.15)

Comme la matrice D est symétrique, elle est donc diagonalisable, et sa trace
correspond à la somme de ses valeurs propres. La trace du tenseur peut donc
s’interpréter comme la moyenne de la diffusion dans toutes les directions.

Comme on peut le constater dans la figure 2.8c, les moyennes de la
diffusion dans la substance grise et la substance blanche sont égales. Au sein
du LCR, qui est un milieu liquide où l’eau diffuse de manière plus libre, la
moyenne de la diffusion est beaucoup plus élevée.

– Indices d’anisotropie :
Contrairement à la trace du tenseur, qui est reliée à la moyenne de la dif-
fusion dans toutes les directions de l’espace, l’anisotropie est plutôt liée à
la variance de la diffusion dans toutes les directions. Différentes mesures de
l’anisotropie ont été proposées dans la littérature (Basser et Pierpaoli, 1996;
Pierpaoli et Basser, 1996; Westin et al., 2002). D’abord, des indices simples per-
mettent de distinguer un tenseur linéaire d’un tenseur planaire ou sphérique.
Le premier type concerne les tenseurs dont une des trois valeurs propres est
prépondérante vis-à-vis des deux autres, un tel tenseur peut être représenté par
un ellipsöıde très allongé dans la direction du vecteur propre correspondant à
la plus grande valeur propre. Un tenseur planaire a, quant à lui, deux valeurs
propres prépondérantes. Pour le tenseur sphérique, les trois valeurs propres
sont du même ordre, comme c’est le cas dans un milieu isotrope. Trois indices
caractérisent ces trois types de tenseurs, respectivement un indice de linéarité
cl, un indice de planicité cp et un indice de sphéricité cs définis par :

cl =
λ1 − λ2

λ1 + λ2 + λ3

(2.16)

cp =
2(λ2 − λ3)

λ1 + λ2 + λ3

(2.17)

cs =
3λ3

λ1 + λ2 + λ3

, (2.18)

où les (λi)
3
i=1 sont les valeurs propres du tenseur D rangées dans un ordre

décroissant. Ces trois indices varient entre 0 et 1 et leur somme est égale à
1. Plus un indice est proche de 1, plus le tenseur est proche de la catégorie
correspondante à cet indice.

La mesure d’anisotropie la plus populaire est l’Anisotropie Fractionnelle (ou
FA pour « Fractional Anisotropy »), qui est proportionnelle à la variance des
valeurs propres du tenseur de diffusion divisée par leur norme quadratique :

FA =

√
3

2

√∑3
i=1(λi − λ̄)2∑3

i=1 λ
2
i

, (2.19)

où λ̄ est la moyenne des valeurs propres du tenseur. D’autres indices ont aussi
été proposés, comme l’indice d’anisotropie rationnelle (RA pour « Rational
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2.L’imagerie par résonance magnétique 51

Fig. 2.9 : Champs scalaires tirés du tenseur de diffusion.

a. indices d’anisotropie ; b. représentation RVB du vecteur propre principal du tenseur de

diffusion.

Anisotropy ») défini comme le rapport de l’écart-type à la moyenne des valeurs
propres du tenseur :

RA =
1

3
√

3

√∑3
i=1(λi − λ̄)2∑3
i=1 λi

. (2.20)

On peut aussi définir le rapport des volumes (ou VR pour « Volume Ratio »),
qui est l’équivalent du FA pour les moyennes géométriques, et qui s’interprète
aussi comme le complément à un du rapport du volume du tenseur à son
« équivalent » isotrope :

VR = 1−
∏3

i=1 λi

λ̄3
. (2.21)

– Représentation RVB :
Les indices d’anisotropie apportent une information concernant la forme du
tenseur de diffusion. Si l’on considère la représentation géométrique d’un ten-
seur sous forme d’ellipsöıde (cf figure 2.8b), l’indice d’anisotropie est d’autant
plus proche de 1 que l’ellipsöıde est allongé. Par contre, les indices d’anisotro-
pie ne donnent pas d’information sur l’orientation de l’ellipsöıde, c’est-à-dire
sur la direction principale du tenseur, qui correspond au vecteur propre relatif
à la plus grande valeur propre. Cette information d’orientation est capitale,
puisque la direction principale du tenseur est aussi la direction de diffusion
maximale qui, comme nous l’avons dit, correspondrait au sens d’orientation
local des fibres dans la substance blanche.

Une méthode a été proposée par Douek et al. (1991) pour représenter
cette information d’orientation. Il s’agit simplement de représenter le vecteur
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52 2.3. L’IRM de diffusion

propre principal du tenseur en coordonnées Rouge-Vert-Bleu (RVB). Ainsi,
une simple image RVB donne une idée de l’orientation locale du tenseur et,
donc, de l’orientation locale des fibres de la substance blanche, ce qu’aucune
méthode d’imagerie cérébrale ne donnait jusqu’alors.

La figure 2.9 donne un aperçu de ces champs scalaires et de la représentation
RVB.

2.3.3 Autres modèles

La DTI permet de retrouver la direction principale des fibres de la substance
blanche si celles-ci sont parallèles et bien alignées. Cependant, il peut y avoir dans
certains cas un effet de volume partiel : un même voxel peut contenir plusieurs
orientations de fibres, par exemple en cas de croisements. Les croisements de fibres
ne sont pas rares dans le cerveau humain (Wiegell et al., 2000) : les commissures,
par exemple, croisent les fibres de projection et les fibres d’association en bien des
endroits (cf. § 1.2.2.2). Cette hétérogénéité intra-voxel de l’orientation des fibres n’est
pas résoluble en DTI, puisque celle-ci suppose implicitement l’existence d’une seule
valeur maximale de diffusion par voxel. Certaines méthodes existent pour résoudre
ce problème, l’idée de base étant d’augmenter la résolution spatiale de l’IRMd, non
pas en diminuant la taille des voxels, mais en augmentant le nombre de directions
d’application des gradients de diffusion. Il y existe deux manières de traiter ces
données d’IRMd à haute résolution angulaire :

1. les méthodes basées sur un modèle multi-tenseur (§ 2.3.3.1), où l’on suppose
que la diffusion en un voxel suit un modèle de mélange de lois gaussiennes dont
on estime les variances et les poids relatifs (Alexander et al., 2001; Tuch et al.,
2002).

2. les méthodes consistant à estimer le profil de diffusion indépendamment de
tout modèle (§ 2.3.3.2), telles que la DSI (pour « Diffusion Spectrum Imaging »)
(Frank, 2001; Tuch et al., 2002) ou la toute récente méthode Q-Ball, qui utilise
un principe tomographique basé sur la transformée de Radon sphérique (Tuch
et al., 2003; Tuch, 2004).

2.3.3.1 Techniques multi-tenseur

En approximation gaussienne, la valeur de la diffusion « normalisée » dans une
direction xi est égale à :

D̂(xi) = exp
(
−bxT

i Dxi
)
. (2.22)

Le modèle multi-tenseur repose sur les hypothèses suivantes : (i) une inhomogéneité
locale se traduit par un nombre fini n de régions homogènes, (ii) les régions ne
s’influencent pas les unes les autres, (iii) dans chaque région, la diffusion peut être
modélisée par un processus gaussien. Dans ce cas, la diffusion normalisée suit un
modèle de mélange de n lois gaussiennes :

D̂(xi) =
n∑
j=1

fj exp
(
−bxT

i Djxi
)
, (2.23)
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2.L’imagerie par résonance magnétique 53

où fj est la fraction volumique de la région où le modèle Dj s’applique. L’objectif
de la méthode multi-tenseur est d’estimer les n tenseurs {Dj} et leur fractions
volumiques correspondantes {fj}, qui expliquent le mieux les données d’IRMd. Pour
résoudre le problème de l’estimation des paramètres de mélange de lois, on utilise
traditionnellement un algorithme de type EM (pour « Expectation-Maximisation »)
(Everitt et Hand, 1981) ou une descente de gradient (Tuch et al., 2002).

En modèle multi-tenseur, il convient d’acquérir les données de diffusion dans un
grand nombre de directions (typiquement une centaine), habituellement réparties
de manière uniforme sur une sphère, de manière à mieux conditionner le problème
d’optimisation. Par ailleurs, la valeur de b doit être réglée de manière optimale : elle
doit être suffisamment élevée pour garantir un niveau de contraste qui permette de
distinguer les différentes directions de diffusion, mais pas trop élevée pour conserver
un niveau de RSB acceptable.

2.3.3.2 Techniques sans modèle

Les techniques d’imagerie de diffusion dites « model-free » (sans modèle) reposent
sur le constat suivant, fait par Stejskal et Tanner (1965) : l’atténuation du signal
lors d’une séquence de diffusion est directement reliée à la densité de probabilité de
déplacement des spins, par la relation :

A(q) =
∫
P (r)e−iqTrdr

= F [P (r)](q),
(2.24)

où P (r) est la densité de probabilité du déplacement relatif r des spins pendant un
temps expérimental τ (durée d’application du gradient de diffusion), et q = γτg est
le vecteur de déplacement, où g est un vecteur indiquant la direction d’application
du gradient et dont l’amplitude est celle du gradient (γ représente ici le facteur
gyromagnétique). Cette relation permet de reconstruire la densité de probabilité (ou
PDF pour « Probability Density Function ») de déplacement de spins par simple
inversion de la transformée de Fourier :

P (r) = F−1[A(q)]. (2.25)

Dans le cas du modèle gaussien, on rappelle que cette PDF est simplement une
gaussienne dont la matrice de variance-covariance n’est autre que le fameux tenseur
de diffusion.

Pour obtenir une fonction de distribution des orientations (ou ODF pour
« Orientation Distribution Function »), c’est-à-dire la distribution sur une sphère
de la probabilité de déplacement, il suffit d’appliquer une projection radiale de la
PDF :

ψ(u) =

∫ ∞
0

P (ρu)dρ, (2.26)

où u est un vecteur unitaire distribué sur une sphère. Cette fonction s’interprète
comme la probabilité de déplacement dans un angle solide orienté le long d’un axe
porté par u.
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54 2.3. L’IRM de diffusion

En DSI, cette ODF est calculée en utilisant la formule d’inversion (2.25) di-
rectement à partir du signal échantillonné sur une grille cartésienne (Tuch, 2002),
puis par la formule de projection radiale (2.26). Cela nécessite une acquisition à
haute résolution angulaire ainsi que deux opérations qui peuvent induire des erreurs
d’arrondi.

En Q-Ball, l’ODF est obtenue directement en échantillonnant le signal sur une
sphère, et en utilisant une astuce inspirée de la tomographie. En effet, Tuch (2004)
a montré que la transformée de Funk (généralisation de la transformée de Radon)
du signal de diffusion A(q), où q est échantillonné sur une sphère, est une bonne
approximation de l’ODF obtenue par la projection radiale (cf figure 2.10). Grâce à
cette technique, la présence d’un profil de diffusion complexe, comme dans le cas
d’un croisement de fibres, peut être détectée (figure 2.10e).

Fig. 2.10 : Principe de la technique Q-Ball.

a. Signal de diffusion échantillonné sur une sphère. b. Signal de diffusion rééchantillonné à

plus haute résolution. c. ODF calculée par la transformée de Funk. d. Représentation polaire

et RVB de l’ODF calculée. e. Même représentation de l’ODF normalisée par rapport à son

maximum. (source : Tuch (2004))
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2.3.4 Applications

La principale application de l’imagerie de diffusion est la tractographie, qui
consiste à reconstruire les fibres de la substance blanche en se basant sur les tech-
niques décrites ci-dessus (DTI, DSI, Q-Ball, etc.). La tractographie faisant l’objet de
toute la partie II de ce manuscrit, nous citerons ici d’autres utilisations de l’IRMd
cérébrale.

Comme nous l’avons signalé au chapitre 1, la fonction cérébrale est intimement
liée à son anatomie. Plusieurs troubles psychiatriques sont liés à une rupture ou une
détérioration de la connectivité anatomique, induisant ainsi des dysfonctionnements
manifestes des aptitudes cognitives ou comportementales. Comme la matière blanche
est le siège principal de la connectivité anatomique, l’IRMd est la technique idéale
pour étudier les effets d’un dérèglement anatomique sur la fonction. Récemment, des
études sur l’alcoolisme, le VIH-1, la dépression liée à la vieillesse, la schizophrénie,
ont pu mettre en évidence grâce à la DTI une structure anormale de la substance
blanche chez les patients par rapport aux sujets sains (Lim et Helpern, 2002). La
DTI est également beaucoup utilisée en tant qu’outil de recherche pour l’étude du
développement (Neil et al., 2002), de la sclérose en plaques (Clark et al., 2000), des
accidents vasculaires cérébraux (Sotak, 2002), des capacités de lecture (Klingberg
et al., 2000) etc.

Dans le prochain chapitre, nous allons voir que la DTI est également une tech-
nique adaptée pour l’étude de la croissance des gliomes de bas grade, tumeurs
extrêmement infiltrantes de la substance blanche.
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Chapitre 3

Introduction aux Gliomes de Bas
Grade

Les tumeurs cancéreuses sont causées par la mutation d’une ou plusieurs cellules
qui prolifèrent de manière incontrôlée. En se multipliant, les cellules cancéreuses pro-
voquent une augmentation de la taille de la tumeur avec d’importantes conséquences
pour le malade. Dans le cas des tumeurs cérébrales, la présence de la masse tumorale
augmente la pression dans la bôıte crânienne, repousse ou infiltre la parenchyme sain.
Selon l’emplacement et le type de la tumeur, trois syndromes peuvent apparâıtre :
(1) une hypertension intra-crânienne, provoquée par l’augmentation de la pression
dans la bôıte crânienne, (2) des crises d’épilepsie, (3) des déficits fonctionnels, comme
par exemple des troubles de la motricité, du langage, de la vision etc.

Les tumeurs malignes du cerveau touchent de 4 à 5 000 personnes chaque année
en France. Les hommes sont un peu plus souvent atteints que les femmes. Un cas
sur six concerne les enfants, les adolescents et les adultes jusqu’à 30 ans, un cas sur
trois des personnes de 30 à 60 ans et un cas sur deux des personnes de plus de 60
ans.

Il existe différents types de tumeurs cérébrales, chacune possédant ses propres
caractéristiques. Dans le présent chapitre, nous portons une attention toute parti-
culière aux gliomes, qui représentent 40% des tumeurs primaires du cerveau.
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3.1 Aspect neuro-oncologique

3.1.1 Classification des tumeurs cérébrales

Une classification simplifiée des tumeurs cérébrales pourrait se résumer ainsi :
– Les tumeurs dites primitives sont des lésions qui prennent naissance parmi les

cellules présentes dans le tissu du cerveau. Ces tumeurs peuvent être d’origine
gliale ou non gliale.

– Les tumeurs dites secondaires, ou métastases, sont des lésions qui proviennent
d’un cancer évoluant ailleurs dans le corps (poumon, sein, ovaire, ganglions,
etc.) et qui s’est propagé au niveau du cerveau.

Les tumeurs gliales, ou gliomes, sont des tumeurs qui infiltrent progressivement le
parenchyme cérébral, causant un effet de masse ainsi que des pertes neuronales. L’Or-
ganisation Mondiale de la Santé (OMS) a classifié les gliomes en quatre grades, selon
un certain nombre de paramètres histologiques (atypie cytonucléaire, prolifération
endothéliocapillaire, mitoses, nécrose). Cette classification distingue les gliomes de
bas grade (GBG), de grade I ou II, et les gliomes de haut grade (GHG), de grade
III ou IV.

3.1.2 Les Gliomes de Bas Grade

Les GBG de grade I englobent les astrocytomes pilocytiques et diffus ainsi que les
orthoastrocytomes. Ce sont des tumeurs bien délimitées, qui n’infiltrent pas les tissus
environnant en général. Ce sont les seules tumeurs gliales qui peuvent être guéries
de manière complète. Dans toute la suite, nous nous intéressons exclusivement aux
GBG de grade II, que l’on nommera simplement GBG. Ces tumeurs comprennent
les oligodendrogliomes et les oligoastrocytomes. L’âge moyen de survenue d’un GBG
est de 35 à 45 ans.

L’évolution des GBG est généralement indolente, voire même asymptomatique,
pendant plusieurs années. Trois risques d’évolution existent :

– une croissance régulière du diamètre tumoral d’environ 4 mm par an (Man-
donnet et al., 2003) ;

– une infiltration diffuse, plus fréquente avec les oligodendrogliomes ;
– le passage à l’anaplasie, c’est-à-dire une transformation maligne de la tumeur,

qui constitue un événement grave engageant le pronostic vital avec une médiane
de survie de 10 ans. Cette évolution touche jusqu’à 50% des patients à six ans
du diagnostic (Mandonnet et al., 2003).

La survie moyenne d’un patient atteint d’un GBG est de l’ordre de 5 à 7 ans pour
les astrocytomes, et de 12 à 16 ans pour les oligodendrogliomes. Elle est intermédiaire
pour les gliomes mixtes.

3.2 Mécanismes d’invasion

Les GBG sont des tumeurs extrêmement infiltrantes. Lors de leur invasion, les
cellules gliomateuses suivent différentes structures du SNC. Le mode d’invasion des
GBG est loin d’être aléatoire. Le moyen de prédilection pour l’invasion du gliome est
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Fig. 3.1 : Exemples de gliomes de bas grade.

a et b : Infiltration du gliome dans les tissus cérébraux, en particulier dans les faisceaux de la

substance blanche, tels que le faisceau unciné, le forceps minor, le faisceau fronto-occipital

inférieur ; cet d : Evolution sur 5 ans d’un GBG dans la zone insulaire. Les tumeurs sont

contourées à la main en noir. (source : service de neurochirurgie de l’hôpital de la

Pitié-Salpêtrière)

la migration le long des faisceaux de fibres myélinisées de la substance blanche (Giese
et Westphal, 1996). Les cellules tumorales peuvent avoir différents modes de migra-
tion, soit intrafasciculaire (en dedans des faisceaux), ou périfasciculaire (autour des
faisceaux), ou encore une migration interfibrillaire (passage d’un faisceau à l’autre),
ce qui leur donne une forme particulière (cf. figure 3.1). En conséquence de cette
affinité toute particulière que le gliome porte aux fibres myélinisées, la dissémination
des cellules tumorales peut s’effectuer le long des faisceaux de la substance blanche,
que ce soit les faisceaux d’association, les fibres de projection, voire même les com-
missures, provoquant une croissance aussi bien intra- qu’inter-hémisphérique. La
présence de la tumeur au sein de ces faisceaux peut avoir différentes conséquences,
allant de leur destruction totale ou partielle, ce qui peut engendrer des dégâts fonc-
tionnels, à leur sauvegarde totale, aussi bien structurelle que fonctionnelle. Les
conséquences de cette interaction gliome/substance blanche ont une importance
toute particulière en vue de l’élaboration d’une stratégie thérapeutique.

3.3 Stratégies thérapeutiques

Même si certaines tumeurs cérébrales sont occasionnellement considérées comme
bénignes, leur localisation peut rendre impossible leur exérèse totale, ce qui nécessite
la mise en place d’autres stratégies de traitement, telles que la chimiothérapie ou la
radiothérapie.

Outre le problème de leur localisation, un obstacle fondamental qu’opposent
tout particulièrement les gliomes réside dans leur caractère diffus. Certains résultats
expérimentaux chez le rat ont montré que, sept jours après l’implantation de cel-

59



60 3.3. Stratégies thérapeutiques

lules gliomateuses dans le cerveau, les cellules tumorales pouvaient être retrouvées
à travers l’ensemble du système nerveux central (Murray, 2003). C’est la principale
limite de la chirurgie qui est, par essence, localisée.

3.3.1 Radiothérapie

La radiothérapie est une technique qui utilise les rayons X ou une source radio-
active dans le but de faire perdre aux cellules tumorales la capacité de se reproduire.
Dans le cas d’un traitement dit curatif, l’objectif d’une radiothérapie est simplement
la mort de la tumeur, par le biais d’une altération de l’ADN dans les cellules tu-
morales, lequel contient les informations nécessaires pour leur fonctionnement, leur
croissance, en un mot : leur survie. Le rayonnement subi lors d’une radiothérapie
ne fait pas de distinction entre les tissus sains et les tissus tumoraux, ce qui induit
des dommages pour les deux types de tissus. Néanmoins, les tissus normaux ont une
plus grande capacité à récupérer, et à s’auto-réparer après une radiothérapie. En
pratique, une période de récupération de six heures entre deux séances permet aux
tissus sains de récupérer leur fonction, à condition que les doses infligées à ces tissus
soient tolérées.

Selon le type de tumeur et sa localisation, on peut procéder à différents types de
radiothérapies :

– l’irradiation encéphalique totale, dont les effets secondaires limitent l’applica-
tion ;

– la radiothérapie externe focale conventionnelle, dans laquelle l’irradiation se
fait par trois faisceaux convergeant sur la lésion ;

– la radiothérapie conformationnelle, qui permet une collimation optimale de la
lésion, et limite la dose de radiations infligée aux structures les plus fragiles,
comme le tronc cérébral ;

– la radiochirurgie en conditions stéréotaxiques, qui permet le traitement très
précis de petites lésions (généralement de diamètre inférieur à 3 cm). Cette
technique est cependant peu adaptée au cas des GBG qui sont des tumeurs
diffuses.

Les complications graves qui peuvent faire suite à une radiothérapie sont mul-
tiples : radionécrose cérébrale, démence, neuropathie, etc. Mais elles sont de plus
en plus rares, grâce notamment au respect des règles strictes de dosimétrie et à un
protocole d’administration rigoureux.

Concernant les GBG, une étude récente (Van den Bent et al., 2005) a démontré
que la radiothérapie des GBG effectuée juste après une intervention chirurgicale
freinait certes la croissance du gliome, mais ne modifiait pas le temps de survie des
patients par rapport à des patients irradiés plus tard.

3.3.2 Chimiothérapie

La chimiothérapie repose sur l’administration d’un agent cytotoxique, c’est-à-dire
toxique pour un ou plusieurs types de cellules.

Le cerveau possède une défense naturelle contre ce type d’agents. Cette protec-
tion passe par la fameuse Barrière Hémato-Encéphalique (BHE), qui consiste en
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Fig. 3.2 : Cartographie fonctionnelle per-opératoire.

a. Cartographie fonctionnelle des zones corticales avant le début de la résection. b.

Cartographie corticale et sous-corticale (étiquette 40) durant la résection. (source : service de

neurochirurgie de l’hôpital de la Pitié-Salpêtrière)

une couche de cellules endothéliales solidement liées entre elles et empêchant de
nombreuses molécules de passer vers le cerveau. En chimiothérapie, certains agents
permettent de dérégler momentanément cette barrière, permettant aux médicaments
d’accéder à la masse tumorale.

Les effets secondaires d’une chimiothérapie dépendent de l’agent utilisé. Parmi les
tumeurs gliales, les tumeurs les plus chimiosensibles sont les oligodendrogliomes. A
l’inverse, les glioblastomes demeurent peu sensibles aux agents actuellement utilisés.

Concernant les GBG, et jusqu’à tout récemment, l’agent le plus utilisé était
le PCV (combinaison de procarbazine, de lomustine et de vincristine). Malgré son
efficacité (Kappelle et al., 2001), l’utilisation de cet agent est contraignante : son
mode d’administration est intra-veineux, mais, surtout, il provoque beaucoup d’effets
secondaires. Un nouvel agent, le temozolomide (TEMO), qui s’administre sous forme
de pilules et possède moins d’effets secondaires a pris le relai (Hoang-Xuan et al.,
2004).

3.3.3 Chirurgie

Chez les patients atteints de GBG, l’intervention chirurgicale permet, quand elle
est possible :

– d’obtenir une certitude diagnostique par une biopsie ou une exérèse ;
– chez les patients « opérables », d’effectuer une exérèse tumorale ;
– d’obtenir une amélioration symptomatique, comme la diminution de la

fréquence des crises ou une réduction de la pression intra-crânienne.
Dans le cas où une exérèse est possible, la chirurgie poursuit deux buts antagonistes :

– l’optimisation de la qualité de l’exérèse, c’est-à-dire réaliser une résection la
plus complète possible ;

– la minimisation du risque de déficit neurologique définitif.
La résection de la tumeur doit donc respecter les limites fonctionnelles.

Il existe, depuis une dizaine d’années, une technique qui permet de réaliser une
« cartographie fonctionnelle » du cortex (figure 3.2a) et des faisceaux de substance
blanche (figure 3.2b), à l’aide de stimulations électriques durant l’opération chirurgi-
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cale (Berger, 1995; Duffau, 2005a). Le patient est soit endormi (pour des stimulation
de zones sensori-motrices), soit éveillé (pour la stimulation de zones plus cognitives,
telles que les zones du langage). Cette cartographie permet d’identifier les zones
fonctionnelles importantes afin de les préserver, limitant ainsi les déficits fonction-
nels post-opératoires.

3.4 Plasticité cérébrale et évolution des GBG

La plasticité cérébrale est la capacité du cerveau à remodeler les branchements
entre ses neurones. Elle est à la base des processus de mémoire et d’apprentissage,
mais intervient également parfois pour compenser les effets de lésions cérébrales
en aménageant de nouveaux réseaux. Ces modifications locales de la structure du
cerveau dépendent de l’environnement et lui permettent de s’y adapter. Chez les
patients atteints de GBG, on observe trois types de plasticité cérébrale :

1. plasticité pré-opératoire :

La présence même de la tumeur au sein des structures cérébrales entrâıne une
modification de la topographie fonctionnelle du cerveau. Cette réorganisation
peut s’effectuer de manière intra-lésionnelle (zones encore fonctionnelles au
sein de la tumeur), péri-lésionnelle (c’est-à-dire un recrutement des zones
périphériques de la tumeur pour « remplacer » les zones atteintes), ou contro-
latérale (recrutement des zones homologues de l’hémisphère opposé), et s’opère
sur une échelle temporelle de quelques mois à quelques années. En chirurgie,
cette plasticité pré-opératoire est cruciale, car elle permet d’enlever une grande
partie de la tumeur sans provoquer de déficit fonctionnel, par exemple une
résection de l’insula (Duffau et al., 2001), de l’aire de Broca (Duffau et al.,
2003), du cortex pariétal postérieur (Duffau et Capelle, 2001) ou du striatum
(Duffau et al., 2002a). Ce dernier exemple est illustré sur la figure 3.3.

Fig. 3.3 : Exemple de résection du striatum droit..

a. Avant la résection. b. Après la résection. (source : Duffau et al. (2002a))

2. plasticité per-opératoire :

Le cerveau est également capable de se réorganiser durant l’acte chirurgical
même, soit pendant l’opération elle-même, à une échelle temporelle de quelques
minutes (Duffau et al., 2000), soit entre deux opérations consécutives, lorsque le
chirurgien choisit par exemple de ne réséquer qu’une partie de la tumeur, puis
de laisser évoluer la plasticité cérébrale avant d’enlever la partie restante (Duf-
fau et al., 2002b). Encore une fois, on voit que ce phénomène de réorganisation
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cérébrale est au cœur de la stratégie chirurgicale, qui doit en tenir compte pour
être optimale.

3. plasticité post-opératoire :

En cas de déficit fonctionnel post-opératoire1 (aphasie, troubles de la mo-
tricité, etc.), on observe dans la plupart des cas une récupération des capa-
cités fonctionnelles dans les semaines ou les mois qui suivent l’opération. Cette
réorganisation à long terme rentre elle aussi en compte dans la stratégie du
neurochirurgien.

Depuis la découverte, par (Damadian et al., 1974), que la présence d’une tumeur
modifiait les propriétés magnétiques des tissus et, donc, les rendait détectables par
l’IRM, l’imagerie cérébrale a fait beaucoup de progrès. Il est désormais possible
d’accéder à la fois à l’anatomie et à la fonction cérébrales, ainsi qu’à l’évolution de
la tumeur et cela, de manière non invasive. On peut donc suivre les étapes de la
plasticité pré-, per- et post-opératoire. L’imagerie cérébrale et, en particulier, l’IRM,
de par sa grande modularité et ses applications multiples, aura certainement un
rôle capital dans la compréhension des mécanismes de plasticité, et permettra aux
neurochirurgiens de mieux planifier leur geste chirurgical.

3.5 Apport de l’imagerie et de la modélisation à

l’étude des GBG

L’optimisation de la stratégie thérapeutique nécessite la prise en compte de plu-
sieurs facteurs, et l’utilisation de diverses techniques (Duffau, 2005b). Par exemple,
la localisation et l’étendue d’un gliome sont les principaux facteurs qui déterminent
le recours à la chirurgie. Les stimulations électriques corticales et sous-corticales
guident le geste du neurochirurgien. La stratégie thérapeutique est spécifique à
chaque patient, à chaque tumeur.

La neurochirurgie a largement bénéficié des avancées en imagerie non-invasive.
Par exemple, l’IRM anatomique renseigne sur la localisation de la tumeur, la
présence ou non d’une nécrose, la déformation des structures, etc. Depuis peu, l’IRM
fonctionnelle pré-opératoire est également utilisée, en complément aux stimulations
per-opératoires, pour délimiter les zones fonctionnelles importantes, et limiter les
séquelles fonctionnelles post-opératoires.

Notre espoir est que la modélisation des structures de la substance blanche avant
l’intervention chirurgicale permettrait d’identifier les réseaux cérébraux envahis par
la tumeur, afin de préparer le geste chirurgical avec tous les éléments en main. De
plus, la modélisation de la croissance tumorale, de manière sujet-spécifique, permet-
trait au neurochirurgien de disposer d’un outil pour simuler les différents éléments
du traitement (chirurgie, radiothérapie, chimiothérapie) avant toute intervention,
toujours avec en ligne de mire, l’optimisation de la stratégie thérapeutique.

1n’incluant pas les déficits liés à l’œdème, qui sont en général très transitoires.
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Deuxième partie

Modélisation de la connectivité
anatomique cérébrale
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Chapitre 4

Tractographie – État de l’art

Peu de temps après l’apparition de la DTI (Basser et al., 1994), les premières
méthodes de suivi des fibres de la substance blanche, ou tractographie, ont commencé
à voir le jour (Conturo et al., 1999; Jones et al., 1999; Lori et al., 1999; Mori et al.,
1999; Poupon et al., 1999; Basser et al., 2000; Mangin et al., 2002).

Les algorithmes de tractographie permettent, à partir des données d’IRMd, de
reconstruire la trajectoire des fibres au sein de la substance blanche. Ces trajectoires
sont souvent représentées par des faisceaux filiformes plus ou moins épais, ressem-
blant à des spaghettis. Bien entendu, cette forme de représentation est purement
visuelle, puisqu’à ce jour, aucun algorithme de tractographie ne prétend retrouver
les véritables trajectoires axonales : la mesure de diffusion ne reflétant que de manière
indirecte la structure de la substance blanche, les fibres reconstruites correspondent
plutôt à des trajectoires de faisceaux d’axones au moins aussi gros qu’un voxel,
c’est-à-dire de plus d’un millimètre de diamètre, et pouvant ainsi contenir jusqu’à
dix mille axones. Cela dit, la tractographie apporte véritablement une révolution
dans le domaine de l’étude du cerveau. A ce jour, elle est le seul moyen d’accéder
aux fibres de la substance blanche in vivo et de manière non invasive (Crick et Jones,
1993).

En une demi-douzaine d’années, de nombreux algorithmes de tractographie ont
été proposés dans la littérature. Nous pouvons les séparer en deux grandes classes :
une classe de méthodes dites déterministes (§ 4.1), et une classe de méthodes dites
probabilistes (§ 4.2). Nous conseillons au lecteur l’excellent article de revue de Mori
et van Zijl (2002) sur les différentes méthodes de tractographie.

67
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4.1 Méthodes déterministes

Les méthodes de tractographie dites déterministes reconstruisent des trajectoires
de fibres soit en se basant sur des critères locaux (approches par suivi de vecteur
avec ou sans interpolation), soit en utilisant des critères globaux (approches varia-
tionnelles). Elles sont déterministes dans le sens où l’application répétée de la même
méthode, aux mêmes données, donne exactement le même résultat à chaque essai.

4.1.1 Approche par suivi de vecteur

Les méthodes de suivi de vecteur reposent sur l’hypothèse suivante : la direction
principale indiquée par le tenseur de diffusion en tout point – c’est-à-dire l’orientation
du vecteur propre associé à sa plus grande valeur propre – correspond à la direction
des fibres de la substance blanche en ce point.

Ainsi, les méthodes de suivi de vecteur consistent à démarrer chaque fibre d’un
point donné, puis à propager la fibre pas à pas dans la direction indiquée par le
tenseur de diffusion local. Différentes méthodes de suivi de vecteur ont été pro-
posées dans la littérature, chacune se distinguant des autres par la manière dont
l’information d’orientation du tenseur est prise en compte lors de la propagation des
fibres.

Méthode FACT (« Fiber Assignment by Continuous Tracking »)

Cette méthode introduite par Mori et al. (1999) est la manière la plus simple de
faire du suivi de vecteur. Elle consiste à attribuer pour chaque voxel de l’image un
vecteur de norme 1 correspondant au vecteur propre principal du tenseur de diffusion
en ce voxel. Ensuite, lors de la propagation des fibres, la direction prise par celles-ci
en chaque voxel qu’elles traversent est celle indiquée par le vecteur attribué à ce
même voxel. Ainsi, les faisceaux reconstruits sont constitués de segments de droites
concaténés, chaque segment étant orienté dans la direction attribuée au voxel auquel
il appartient (cf figure 4.1a).

Méthode par interpolation

Pour le suivi de vecteur avec interpolation, la fibre est reconstruite en avançant
avec un pas α défini par avance, dans la direction donnée par un tenseur interpolé
(Conturo et al., 1999; Basser et al., 2000) (cf. figure 4.1b). Si γ est le chemin qui
représente la fibre, on a donc :

γ(s+ ds) = γ(s) + αe1(γ(s)), (4.1)

où e1(γ(s)) est le vecteur propre principal du tenseur de diffusion interpolé en γ(s).
Pajevic et al. (2002) suggèrent l’utilisation de splines cubiques pour l’interpolation
des tenseurs en DTI.

Le suivi de vecteur interpolé a l’avantage d’être plus robuste au bruit, et mieux
adapté dans le cas d’une résolution spatiale grossière, que ne peut l’être la méthode
FACT. Cependant, cette dernière étant très rapide, elle peut être utilisée avec succès
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Fig. 4.1 : Schéma 2D de la tractographie par suivi de vecteur.

a. Méthode FACT.b. Méthode par interpolation. Les carrés représentent les voxels de l’image,

les ellipses illustrent l’orientation locale des tenseurs de diffusion, et les traits la trajectoire

des faisceaux reconstruits.

pour suivre des fibres présentant de faibles courbures, et sur des données avec une
bonne résolution spatiale.

Méthode TEND (« TENsor Deflection »)

Les deux méthodes précédentes présentent le point commun suivant : toutes deux
calculent la direction de propagation de la fibre à partir des seules données, sans
prendre en compte la fibre elle-même. Autrement dit, la direction de propagation
dépend seulement de paramètres extrinsèques à la fibre (les données de diffusion). La
méthode TEND, introduite par Lazar et al. (2003), prend en compte une propriété
intrinsèque à la fibre : son orientation ! Lors de la propagation, la nouvelle direction
prise par la fibre en un point donné dépend à la fois du tenseur de diffusion local et
de la direction tangente à la fibre :

vout = Dvin, (4.2)

où vin et vout sont respectivement les vecteurs tangents respectivement « entrant »
et « sortant » par rapport au voxel courant. Lazar a même proposé de combiner la
méthode TEND avec les méthodes conventionnelles en considérant vout comme la
combinaison linéaire :

vout = fe1 + (1− f) ((1− g)vin + gDvin) , (4.3)

où f et g sont des coefficients compris entre 0 et 1. Cette méthode reconstruit des
fibres plus « lisses », car elle prend en compte la direction courante e1, mais souffre
de l’éternel problème qui consiste à choisir des valeurs pour les paramètres f et g.
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4.1.2 Critères d’arrêt

La propagation des fibres ne pouvant se poursuivre éternellement, un ou plusieurs
critères d’arrêts de l’algorithme de tractographie doivent être définis (cf figure 4.2).

Le critère le plus intuitif est celui basé sur l’anisotropie. Dans une région de faible
anisotropie telle que la substance grise, l’information d’orientation apportée par le
tenseur est dominée par le bruit et n’apporte pas d’éclairage quant à l’orientation
des fibres. La valeur de l’anisotropie fractionnelle FA dans la substance grise est
typiquement de 0,1 à 0,2. Un critère simple pour stopper la propagation des fibres
est de s’arrêter dès que la FA descend en dessous de 0,2.

Fig. 4.2 : Critères d’arrêts des algorithmes de tractographie utilisant la DTI.

La trajectoire de la fibre reconstruite est arrêtée si l’angle entre la fibre et le tenseur est

supérieur à un seuil donné (ici 45◦) ou si la FA est inférieure à un seuil donné (ici 0, 2).

Un deuxième critère d’arrêt prend en compte une propriété importante des fibres
de la substance blanche : les faisceaux d’axones forment en général des courbes lisses.
Ainsi, l’orientation de ces faisceaux ne devrait changer que légèrement lors du pas-
sage d’un voxel à son voisin. Lors de la construction des fibres par un algorithme
de tractographie, le suivi est arrêté lorsque la direction indiquée par le tenseur de
diffusion est très différente de la direction tangente à la fibre. En général, la recons-
truction est interrompue lorsque l’angle entre la direction principale de diffusion et
la direction tangente à la fibre est supérieur à 45◦.

Bien entendu, bien d’autres critères d’arrêt peuvent être imaginés, en fonction
de l’algorithme utilisé ou du problème que l’on cherche à résoudre. Par exemple, si
l’on cherche une fibre qui connecte une région à une autre, on peut démarrer le suivi
en une région puis l’arrêter lorsque l’on a atteint la deuxième région !

4.1.3 Limitations

Les algorithmes de tractographie décrits ci-dessus souffrent cependant de
quelques limitations. Par exemple, en présence de perturbations locales dans les
données de diffusion, dues au bruit de mesure ou à l’occurrence d’un croisement de
fibres, la direction indiquée par le tenseur de diffusion peut être erronée (cf figure
4.3). Il en résulte une déviation de la fibre reconstruite de sa trajectoire. Plusieurs
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équipes ont tenté de résoudre ces problèmes, soit par le biais d’algorithmes de tracto-
graphie peu sensibles aux perturbations locales (algorithmes probabilistes, méthodes
variationnelles), soit en améliorant les séquences de diffusion (DSI, Q-Ball, estima-
tion robuste du tenseur de diffusion).

Fig. 4.3 : Limitation des algorithmes de tracking utilisant la DTI.

La présence de deux directions de faisceaux au sein d’un même voxel peut induire une

orientation erronée du tenseur résultant, voire une indétermination de l’orientation si les deux

directions sont perpendiculaires.

Par ailleurs, la résolution spatiale des données d’IRMd étant de l’ordre de
quelques millimètres, la reconstruction de fibres très fines ou présentant une
géométrie variable à l’échelle du voxel est impossible. En particulier, l’IRMd est
incapable de distinguer des fibres qui se croisent, de fibres qui se touchent sans se
croiser. La figure 4.4 illustre ce problème : la DTI indique un tenseur isotrope à
l’emplacement où les fibres se confondent (figure 4.4b), les méthodes de type DSI
ou Q-Ball séparent les orientations mises en jeu à cet endroit (figure 4.4b’), mais
sont incapables de distinguer un cas où les deux faisceaux croisent leurs chemins
d’un cas où ils se touchent en rebroussant chemin sans se croiser (figure 4.4c et c’).
Ce problème illustre bien les limitations, non pas simplement des algorithmes de
tractographie, mais aussi des images de diffusion en général.

4.1.4 Méthodes variationnelles

Les limitations de la tractographie décrites ci-dessus concernent des problèmes
locaux liés aux données (bruit de mesure) ou à la structure complexe de la substance
blanche. Il existe des méthodes de tractographie reposant sur l’optimisation d’un
critère global, ce qui permet de minimiser l’influence de ces perturbations locales.

Poupon et al. (2000) ont proposé une méthode qui consiste à construire une
énergie contenant deux termes : un terme d’attache aux données, et un terme de
régularisation. À l’aide de cette fonction de coût, un champ de vecteur « optimal » est
créé. Ce champ de vecteur est proche du champ des vecteurs principaux des tenseurs
de diffusion en tout point, tout en étant plus régulier. Une méthode conventionnelle
de suivi de vecteur peut ensuite être utilisée pour reconstruire les fibres. Notons que
cette méthode permet aussi de repérer des embranchements en comparant l’orienta-
tion locale avec les orientations voisines en tout point.
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Fig. 4.4 : Limitation des données d’IRM de diffusion.

a. Trajectoires de deux faisceaux qui se confondent ponctuellement. La DTI indique un

tenseur isotrope au point de rencontre (b), tandis qu’une méthode de type DSI sépare les

directions (b’). Ni l’une ni l’autre des méthodes ne peut dire si les fibres se touchentc ou se

croisent (c’).

D’autres méthodes variationnelles ont été proposées dans la littérature, basées
cette fois sur la minimisation d’un critère de distance. Les fibres sont considérées
comme des géodésiques pour une certaine métrique dérivée du tenseur de diffusion.
Ces méthodes seront détaillées dans le prochain chapitre.

4.2 Méthodes probabilistes

Les méthodes de tractographie probabilistes, ou PTM (pour « Probabilistic Trac-
tography Methods »), tentent de répondre à la question suivante : étant données deux
régions du cerveau, quelle est la probabilité qu’il existe un faisceau de fibres reliant
les deux régions ? Nous présentons deux de ces méthodes, basées sur un principe
de Monte-Carlo. Elles consistent à propager des fibres le long de directions non pas
fixes, mais suivant une loi de probabilité, et à compter le nombre de fois où, par-
tant d’une région, la deuxième est atteinte. La principale distinction entre ces deux
méthodes est que la seconde repose sur une représentation locale de l’incertitude sur
l’orientation des fibres, tandis que la première utilise une approximation de cette
incertitude à l’aide du tenseur de diffusion.
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4.2.1 Méthode Monte-Carlo

Cette méthode, proposée par Koch et al. (2002), consiste à propager des par-
ticules « virtuelles » selon un processus semblable à la diffusion, puis à compter le
pourcentage de particules qui, partant d’une région, atteignent une deuxième région
du cerveau. La probabilité de passage de la particule d’un voxel V à à son voisin W
suit une loi définie à l’aide du tenseur de diffusion local :

P (V→ W) = k [D(rVW,V) +D(rVW,W)]a , (4.4)

où k est une constante de normalisation, a un paramètre que Koch et al. (2002)
ont choisi de fixer à 7 (de manière plus ou moins arbitraire) et D(rVW,V) est le
coefficient de diffusion en V, dans la direction rVW qui va de V à W :

D(rVW,V) = rT
VWD(V)rVW. (4.5)

4.2.2 Méthode bayésienne

La méthode de Behrens et al. (2003b) peut être séparée en deux volets. La
première étape consiste à caractériser l’incertitude sur les l’orientation locale des
fibres via une formulation bayésienne. Dans un premier temps, cette méthode permet
d’écrire la probabilité a posteriori des paramètres de diffusion en fonction des données
et de certains a priori, probabilité que l’on peut ensuite échantillonner grâce à un
algorithme de type Monte Carlo. Dans la seconde étape, les paramètres ainsi estimés
servent à construire des trajectoires de fibres de la même manière que Koch et al.
(2002), et d’estimer enfin la probabilité de connexion entre des paires de régions du
cerveau. L’incertitude sur les orientations locales est ainsi propagée en incertitude
sur les connexions entre différentes régions.
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4.3 Applications

L’engouement qu’ont suscité les algorithmes de tractographie se traduit par le
florilège d’applications et d’articles qui en ont découlé. Nous avons choisi d’en citer
trois.

Fig. 4.5 : Dissection virtuelle de la substance blanche.

a. Faisceau longitudinal supérieur. b. Faisceau fronto-occipital inférieur. c. Corps Calleux.

Images tirées de (Catani et al., 2002).

4.3.1 Dissection virtuelle

Plusieurs auteurs ont effectué un travail minutieux consistant à reconstruire di-
vers faisceaux de la substance blanche, que ce soit des faisceaux d’association, de
projection ou des commissures. Leur travail constitue une première validation des
algorithmes de tractographie. Catani et al. (2002) ont été les premiers à proposer
une dissection virtuelle des principaux faisceaux axonaux (cf figure 4.5). Dans leur
article, en utilisant une méthode de tractographie conventionnelle de type « suivi de
vecteur » (cf. § 4.1.1), avec l’idée d’introduire plusieurs régions d’intérêt par fais-
ceau, en choisissant des faisceaux reconstruits passant par des régions a priori au
sein de la substance blanche, les auteurs montrent des images du corps calleux, du
faisceau longitudinal inférieur, de l’unciné, de certains faisceaux courts en U, pour
ne citer que ceux-là. Hagmann et al. (2003) leur ont ensuite embôıté le pas avec
un article utilisant de la tractographie probabiliste (cf. § 4.2). Enfin, le livre Mori
et al. (2005) répertorie également toutes les fibres imaginables, avec une méthode
de tractographie de type « suivi de vecteur », ainsi que leur localisation précise dans
le cerveau.
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La DTI n’a pas servi qu’à retrouver des faisceaux déjà connus, elle a aussi
été utilisée pour découvrir des faisceaux non répertoriés, mais dont certaines hy-
pothèses cognitives ou fonctionnelles laissaient supposer l’existence. Ainsi, Catani
et al. (2003) ont effectué une dissection virtuelle du faisceau longitudinal supérieur
(faisceau arqué) qu’ils ont segmenté en différentes parties, auxquelles ils attribuent
des fonctions différentes, alors que, jusqu’à présent, on pensait qu’il s’agissait d’un
seul et même faisceau.

4.3.2 Segmentation du thalamus

Les algorithmes de tractographie ont aussi servi tout récemment à des fins de
segmentation sur des bases anatomiques, soit à courte distance (orientation locale du
tenseur de diffusion), soit à large distance (connectivité anatomique à large échelle).
Ces travaux non seulement constituent une autre manière de valider les algorithmes
de tractographie et la pertinence des données de diffusion, mais aussi apportent
un éclairage nouveau sur l’anatomie humaine, jusque-là inaccessible sinon par des
moyens très invasifs.

Fig. 4.6 : Application de l’IRMd à la segmentation du thalamus.

a. Segmentation basée sur un critère local (source : Wiegell et al. (2003)). b. et b’.

Segmentation manuelle du cortex et segmentation automatique du thalamus par un critère de

connectivité à large échelle (source : Behrens et al. (2003a))

Ainsi, Wiegell et al. (2003) ont proposé une méthode de segmentation du tha-
lamus en différents groupes, basée sur l’orientation locale du tenseur de diffusion
(cf figure 4.6a). Une distance, utilisant cette orientation, est construite entre chaque
paire de voxels, puis un algorithme de classification de type k-means, avec un nombre
de classes donné a priori, donne une classification assez proche de la classifica-
tion cyto-architechtonique du thalamus en sous-noyaux thalamiques. Cette classi-
fication fondée sur la DTI repose sur un critère de connectivité local, qui suppose
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que chaque noyau thalamique développe ses propres connexions distantes, et que
celles-ci émanent du thalamus selon des directions spécifiques à chaque noyau.

Par ailleurs, Behrens et al. (2003a) ont proposé une méthode pour la segmen-
tation du même thalamus, mais cette fois-ci selon un critère de connexion à large
échelle entre le thalamus et le cortex cérébral. Behrens et al. (2003a) ont commencé
par segmenter le cortex en sept parties distinctes, indiquées sur la figure 4.6b, et
incluant les lobes frontal, pariétal, occipital, temporal, ainsi que les régions mo-
trices, pré-motrices et sensitives. Les auteurs ont ensuite calculé par un algorithme
de tractographie probabiliste (cf. § 4.2.2) la probabilité de connexion entre chaque
voxel du thalamus et les régions corticales (Behrens et al., 2003b). Le maximum de
probabilité a été ensuite utilisé pour la segmentation (cf figure 4.6b’). Ce travail a
été validé, en utilisant une comparaison anatomo-fonctionnelle, par Johansen-Berg
et al. (2005).

4.3.3 Neurochirurgie

Parmi les applications les plus motivantes de la tractographie non invasive, la
neurochirurgie possède une place privilégiée. L’utilisation de la tractographie pour-
rait permettre par exemple d’observer l’influence d’une lésion sur la structure de
la substance blanche (Witwer et al., 2002), de prédire les connexions lésées (cf fi-
gure 4.7), d’aider à la planification du geste chirurgical en identifiant les connexions
valides et essentielles pour éviter de les atteindre durant la résection.

Fig. 4.7 : Influence d’une lésion sur la trajectoire des fibres.

a. Trajectoire déviée. b. Gliome infiltré. c. Présence d’un œdème. d. Faisceau détruit.

(source : Jellison et al. (2004))

Certains travaux ont déjà commencé à valider la tractographie en présence d’une
tumeur, avec en perspective les objectifs sus-cités. Ainsi, Auer et al. (2002), dans un
travail pionnier, ont comparé des résultats d’IRMf sur des régions motrices avec les
résultats de la tractographie chez des patients atteints de gliomes situés près de ces
régions motrices. Par ailleurs, Henry et al. (2004) ont aussi intégré les stimulations
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électriques per-opératoires, cette fois-ci sur des régions du langage, ce qui leur pro-
cure une validation in situ de la tractographie, le but étant toujours, dans un avenir
peut-être pas si éloigné, de préserver les régions et connexions essentielles durant le
geste chirurgical.
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Chapitre 5

Tractographie par géodésiques

Géodésie

Du grec gê (terre) et daiô (je divise)

La géodésie a pour objet la connaissance de la figure extérieure de la terre ;
c’est la science qui a pris la place de la géométrie, lorsque celle-ci,

perdant de vue son origine pratique, est devenue une science spéculative.
Pierre Larousse (1817-1875). Grand Dictionnaire Universel du XIXe siècle

Dans le présent chapitre, nous exposons un algorithme original de tractogra-
phie par géodésiques développé au cours de ce travail de thèse. Cette méthode vient
répondre à un problème important posé par les algorithmes de tractographie conven-
tionnels, dont l’état de l’art a été exposé au chapitre précédent, à savoir leur sensibi-
lité aux perturbations locales. L’idée des géodésiques, courbes minimisant un critère
de distance, global par essence, parâıt donc tout à fait naturelle.

La première partie de ce chapitre (§ 5.1) expose les principes théoriques et les
aspects pratiques de la construction des géodésiques, et traite du problème du plus
court chemin de manière générale. Il s’agit d’un exposé linéaire, où l’on tente de
retracer, de manière succincte, le cheminement qui a conduit de l’origine du problème
– à savoir le fameux problème brachistochrone – aux récents développements des
algorithmes d’optimisation utilisant le haut potentiel de calcul des ordinateurs.

La seconde partie de cet exposé (§ 5.2) concerne quant à elle l’application à la
tractographie de l’algorithme proposé en première partie. Le problème y est refor-
mulé en termes de problème du plus court chemin, et un algorithme rapide y est
proposé et illustré.

Enfin, l’ensemble de ce chapitre nous permettra de démontrer que la géométrie,
associée au calcul différentiel, à l’optimisation et à l’algorithmique – en bref : les
mathématiques appliquées –, contredisent largement Pierre Larousse sus-cité.
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5.1 Problème du plus court chemin et construc-

tion de géodésiques

5.1.1 Introduction

En 1696, Johann Bernoulli propose à la communauté scientifique le problème
suivant : quel est le chemin le plus court en temps parcouru entre deux points par
une particule soumise à un champ gravitationnel (en négligeant les frottements
et considérant la conservation de l’énergie) ? Ce problème, connu sous le nom de
problème brachistochrone, du grec brakhisto (le plus court) et chronos (temps), a été
résolu simultanément par Johann et Jakob Bernoulli, Newton, Leibniz et le marquis
de l’Hospital, posant ainsi les bases du calcul des variations (cf annexe B). En effet,
rechercher une courbe, qui est un élément d’un espace fonctionnel, minimisant une
quantité sous forme intégrale est l’objet même du calcul variationnel, il ne faut
donc pas s’étonner que Bernoulli, en posant son fameux problème, ait initié cette
branche fondamentale des mathématiques.

Les courbes brachistochrones, qui minimisent le temps de parcours, sont concep-
tuellement différentes des courbes géodésiques qui, elles, minimisent la distance par-
courue. On peut cependant les relier de manière très naturelle. En effet, considérons
l’équation du mouvement qui relie la variation du temps dt à la variation de distance
dx :

dt =
1

v
dx, (5.1)

où v est la vitesse de déplacement. Cette équation montre que la distance est
proportionnelle au temps. Ainsi, pour une vitesse de déplacement donnée, mini-
miser le temps de parcours revient à minimiser la distance à parcourir. Les courbes
géodésiques sont donc équivalentes aux courbes brachistochrones « à un changement
de métrique près ».

En effet, ce cas particulier, où l’on considère que la vitesse est constante en tout
point, nous permet d’imaginer une généralisation : considérons qu’en chaque point
est attribuée une vitesse donnée. Cela revient à modifier les distances localement,
c’est à dire à déformer l’espace euclidien par le changement de variable :

dξ =
1

v
dx. (5.2)

Ce changement de variable définit une nouvelle métrique dξ, et la longueur d’une
courbe pour cette nouvelle métrique n’est autre que le temps de parcours de la
courbe à une vitesse locale v : ∫

dξ =

∫
dt. (5.3)

Grâce à Euler, Lagrange et bien d’autres grands noms des mathématiques de
la Renaissance, de grandes avancées ont été accomplies dans le domaine du calcul
des variations. Les courbes géodésiques ont ainsi trouvé leur caractérisation par des
équations aux dérivées partielles (EDP) permettant de les calculer dans des cas
simples. En revanche, dans des cas complexes, dont la nature regorge, il est souvent
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difficile, voire impossible, de déterminer une solution analytique pour le calcul des
géodésiques. Il a donc fallu attendre le XXe siècle et l’avènement des ordinateurs et
de l’algorithmique pour pouvoir résoudre ce genre de problème dans la pratique.

Le calcul numérique des géodésiques est d’abord passé par la théorie des graphes.
Ainsi, en 1959, Edsger Dijkstra propose un algorithme particulièrement élémentaire
dans sa conception et redoutablement efficace, quoique gourmand en calculs, pour
retrouver le plus court chemin dans un graphe (Dijkstra, 1959). De nombreux algo-
rithmes ont par ailleurs été proposés dans ce contexte, motivés par les applications
de ce type de problème, presque aussi nombreuses qu’il y a de domaines utilisant
la théorie des graphes. Enfin, plus récemment, Tsitsiklis (1995) et Sethian (2002),
s’inspirant de l’algorithme de Dijkstra et de résultats sur le calcul variationnel, ont
proposé des algorithmes rapides pour calculer des distances dans un espace discrétisé
par une grille régulière.

5.1.2 Algorithmes d’optimisation pour le calcul de
géodésiques

5.1.2.1 Plus court chemin dans un graphe

Il convient, pour parler du problème du plus court chemin dans un graphe, d’ap-
porter quelques définitions.

Définitions Tout d’abord, un graphe G(X ,A) est un objet déterminé par les
éléments suivants :

– un ensemble X = {x1, x2, ..., xn} dont les éléments sont appelés sommets ou
nœuds ;

– un ensemble A = {a1, a2, ..., am} où chaque ak est un couple (xi, xj) dans le cas
de graphes dits orientés, ou une paire {xi, xj} pour les graphes non orientés.
Les éléments de A sont appelés arcs dans le premier cas et arêtes dans le
deuxième.

Une châıne µ est une séquence d’arêtes telle que chaque arête ait une extrémité
commune avec la suivante. Dans le cas des graphes orientés, on parle de chemin. La
figure 5.1 montre une représentation visuelle d’un graphe non orienté.

Enfin, on dit que G est un graphe valué lorsqu’on lui associe une application
l : A → IR qui, à chaque arc ou arête a, associe une longueur l(a).

Le problème du plus court chemin entre deux sommets xi et xj d’un graphe
consiste à trouver un chemin (ou une châıne) tel que :

l(µ) =
∑
a∈µ

l(a) (5.4)

soit minimale. Dans les différentes applications de la théorie des graphes, la quantité
l(µ) peut aussi bien être le coût de transport d’une marchandise, les dépenses en
construction, le temps nécessaire pour réaliser un parcours, etc. On s’intéressera
dans la suite aux graphes non orientés.
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Fig. 5.1 : Exemple de graphe non-orienté.

Les valeurs représentent la longueur de chaque nœud. La châıne la plus courte reliant x1 et

x6 est (x1, x3, x4, x5, x6) qui est de longueur 6

Algorithme de Dijkstra (Dijkstra, 1959) Souvent, la fonction l qui définit
le poids des arêtes est non négative (l(a) ≥ 0) comme, par exemple, les distances
sur les cartes routières. On utilise alors cet algorithme « glouton » qui permet de
calculer la distance et le plus court chemin entre un sommet du réseau et tous les
autres. L’idée fondamentale de l’algorithme est d’utiliser le principe de causalité :
si on associe à chaque nœud xi du réseau un coût égal à la longueur du plus court
chemin partant d’un nœud donné x0 et arrivant en xi, alors le chemin de plus faible
coût arrivant en xi ne passe que par des nœuds de plus faible coût.

Partant de ce principe, l’algorithme consiste à calculer le coût d’arrivée à chaque
sommet à partir d’un sommet initial x0. Pour cela, on démarre de x0, puis on calcule
le coût d’arrivée aux sommets voisins de x0, c’est-à-dire les sommets qui ont une
arête commune avec x0. Le sommet associé au parcours de plus faible coût est alors
marqué définitivement, c’est-à-dire que le coût de voyage de x0 à ce sommet ne sera
plus modifié. C’est ici qu’intervient la causalité.

On procède de même pour les autres sommets, en calculant le coût d’arrivée à
leurs voisins comme étant la somme de leur coût propres et de la longueur de l’arête
qui les sépare de leurs voisins. Le nouveau sommet marqué sera là aussi le sommet
ayant le plus faible coût d’arrivée.

On procède ainsi jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de sommet à marquer. On aura
donc calculé le coût d’arrivée à chaque sommet du réseau à partir du sommet initial.
La sauvegarde en mémoire, pour chaque sommet marqué, de son voisin d’origine
permet de remonter de n’importe quel sommet au sommet initial, et ainsi d’avoir le
plus court chemin dans le graphe.

Cet algorithme peut être vu comme une propagation d’un front de distances
(ou de coûts en général), à partir d’une source (le sommet initial x0), à travers
l’ensemble du réseau.

Pour plus de précision, nous allons décrire l’algorithme de manière plus formelle :
à chaque sommet xi, on associe trois éléments [marq(xi), pred(xi), cost(xi)], où :

– marq(xi) est un marqueur booléen qui vaut 0 ou 1.
– pred(xi) est le sommet précédant xi sur le plus court chemin de l’origine à xi.
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Il sert à reconstruire le chemin le plus court.
– cost(xi) est le coût ou la distance du plus court chemin de l’origine à xi.

Voici donc, de manière très schématique, l’algorithme de Dijkstra :

Algorithme 1 Algorithme de Dijkstra-Moore (1959)

1. Initialisation : origine [1, 0, 0] ; autres sommets [0, 0,∞].

2. X = ensemble des sommets non marqués ;
– Si X = ∅, FIN.
– Sinon, soit xk le sommet tel que cost(xk) = minx∈X cost(x) :

Marquer le sommet xk : marq(xk) = 1.
Pour chaque sommet y voisin de xk : si cost(y) > cost(xk)+ l({xk, y}), alors
– cost(y) := cost(xk) + l({xk, y})
– pred(y) := xk

3. Aller en 2.

L’article originel de Dijkstra (Dijkstra, 1959) a bien été cité plus de 1 000 fois ! Il a
été appliqué à des domaines aussi variés que la conception de circuits intégrés, le trai-
tement de l’image, le transport, la distribution d’eau, pour ne citer que ceux-ci. Bien
d’autres algorithmes abondent dans la littérature. Nous citons tout particulièrement
l’algorithme de Bellman-Ford1 qui permet de calculer le plus court chemin dans le
cas où la fonction de coût l prend des signes différents (par exemple pour modéliser
des coûts et des profits), ainsi que l’algorithme matriciel de Floyd-Warshall, qui per-
met de calculer les distances entre tous les couples de sommets dans un graphe. Une
excellente introduction à la théorie des graphes, ainsi qu’un exposé plus détaillé de
ces algorithmes, se trouvent dans le cours de Pierre Lopez2.

5.1.2.2 Plus court chemin sur une grille régulière

Les mathématiques prouvent toute leur puissance lorsqu’elles sont appliquées à
la résolution de problèmes pratiques, rencontrés dans la vie réelle. Cela passe souvent
par une discrétisation de l’espace et du temps, indispensable quand on veut résoudre
un problème en utilisant le potentiel de calcul des ordinateurs. Pour discrétiser
l’espace, on utilise souvent des grilles régulières, c’est-à-dire des points espacés de
pas fixes, reliés par des arêtes horizontales ou verticales. Une telle grille peut donc
être vue comme un graphe, dont les sommets et les arêtes suivent une configuration
bien régulière (cf figure 5.2).

Pour calculer le plus court chemin dans l’espace, ou les lignes géodésiques, on
peut donc discrétiser l’espace à l’aide d’une grille régulière et appliquer directement
l’algorithme de Dijkstra (cf. figure 5.2a), ou tout autre algorithme issu de la théorie
des graphes. L’utilisation de ce type d’algorithmes pose cependant un problème.

1Voir sur le site internet : www.nist.gov/dads.
2Téléchargeable sur son site internet : www.laas.fr/∼lopez
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84 5.1. Problème du plus court chemin et construction de géodésiques

Fig. 5.2 : Plus court chemin sur une grille régulière.

a. Plusieurs solutions sont possibles avec l’algorithme de Dijkstra, avec une longueur

minimale de 8. b. L’algorithme de Sethian permet de retrouver le chemin le plus court, avec

une longueur de 4
√

2. On suppose ici que toutes les arêtes ont une longueur de 1.

Premièrement, comme le montre la figure 5.2, le chemin le plus court ne sera pas
forcément celui que l’on attendrait, la solution à ce problème n’étant pas unique.
De plus, ce genre d’algorithme n’est pas consistant, c’est-à-dire que les solutions
trouvées ne convergent pas forcément vers la vraie solution pour des grilles de plus
en plus fines, ce qui est pourtant la moindre des exigences quand on fait du calcul
numérique.

Méthode de Sethian (1996) Afin de calculer les distances et les géodésiques sur
une grille, l’idée de Sethian était de décrire de manière analytique les équations qui
relient le temps et la position, et de discrétiser ces équations avant de les insérer dans
un algorithme de propagation de type Dijkstra, utilisant lui aussi le fameux principe
de causalité, ainsi qu’une astuce algorithmique qui permet à l’algorithme d’être
extrêmement rapide. Tout d’abord, reprenons l’équation du mouvement (§ 5.1.1) :

dt =
1

v
dx. (5.5)

En considérant que le temps d’arrivée en un point x, en partant d’un point de départ
x0, est une fonction u de la coordonnée locale (t = u(x)), l’équation précédente se
réécrit :

v
du

dx
= 1. (5.6)

En dimensions multiples, le gradient de la fonction u est aussi inversement propor-
tionnel à la vitesse de propagation :

|∇u| = 1

v
. (5.7)
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Cette équation, connue sous le nom d’équation iconale (du grec eikon qui signifie
petite image), est notamment utilisée dans le domaine de l’optique géométrique où
elle sert à décrire la trajectoire de la lumière qui est toujours une courbe brachis-
tochrone ! L’équation iconale, dans le cas des géodésiques, peut aussi être retrouvée
dans un cadre plus général grâce à des résultats de calcul variationnel. En effet,
si l’on note x0 le point de départ, la fonction u représente la longueur du chemin
minimum qui relie x0 à tout point x :

u(x) = min
γ∈Γx0x

∫
f(γ(s))ds, (5.8)

où f = 1
v
. La fonction u réalisant le minimum de cette intégrale satisfait l’équation

iconale (5.7). Une ébauche de démonstration, dans un cadre plus général, est
proposée en annexe B.

La fonction u est donc solution d’une équation aux dérivées partielles (EDP), à
laquelle il faut ajouter des conditions aux limites. Dans notre cas, la fonction est
nulle à l’origine, c’est-à-dire au point x0 de départ de la propagation :{

|∇u| = 1
v

u(x0) = 0.
(5.9)

D’autre part, on peut démontrer que les lignes géodésiques sont perpendiculaires
aux lignes de front de u, et parallèles à son gradient. Autrement dit, si γ est une
géodésique passant par x0, alors pour tout s tel que γ(s) = x, on a :

γ′(s) ∝ ∇u(x). (5.10)

Ainsi, le calcul de la fonction u en tout point de l’espace permet de reconstruire
toutes les géodésiques entre le point de départ x0 et tout point x, en remontant
les lignes de gradient de u de x vers x0. La figure 5.3 montre la construction de
géodésiques dans un milieu séparé en deux parties où la propagation ne se fait pas à
la même vitesse. On peut remarquer que les contours de la fonction u amorcent un
changement d’orientation bien avant la frontière entre les deux milieux, cela indique
que les géodésiques démarrant dans cette zone « préféreront » faire un détour par
le deuxième milieu (où la propagation est plus rapide).

Discrétisation de l’équation iconale En 3 dimensions, soit une grille régulière
de pas h discrétisant l’espace (figure 5.4), la fonction u discrète prend alors ses
valeurs aux nœuds de la grille :

uijk = u(h.i, h.j, h.k), i, j, k ∈ IN. (5.11)

Il existe plusieurs façons de discrétiser l’équation iconale (5.7) sur les nœuds de
la grille. Une manière de le faire, permettant d’obtenir une solution dite de viscosité
a été proposée par Sethian (2002). Elle permet de discrétiser le gradient de u tout
en tenant compte de la causalité : max(D−xijku, 0)2 + min(D+x

ijku, 0)2

+ max(D−yijku, 0)2 + min(D+y
ijku, 0)2

+ max(D−zijku, 0)2 + min(D+z
ijku, 0)2

1/2

=
1

vijk
(5.12)
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86 5.1. Problème du plus court chemin et construction de géodésiques

Fig. 5.3 : Schéma représentant la reconstruction des géodésiques à partir de la fonction
distance u.

La vitesse de propagation dans la partie en gris clair est 5 fois moindre que dans la partie

foncée. Les contours en blanc représentent les iso-valeurs de u, les flèches indiquent la

direction donnée par −∇u, et les lignes en traits entrecoupés montrent quelques trajectoires

géodésiques.

où vijk est la version discrète de v, et les termes de dérivation D−xijku et D+x
ijku sont

définis par :
D−xijku = (uijk − ui−jk)/h
D+x
ijku = (ui+jk − uijk)/h

(5.13)

où i± = i±1. On définit de la même manière D±yijku et D±zijku. Bien entendu, d’autres
schémas aux différences finies peuvent être imaginés. En particulier, on peut effec-
tuer des développements à des ordres supérieurs pour augmenter la précision, au
détriment de la rapidité de calcul en général ! Le principe de causalité est, comme
nous l’avons déjà signalé, pris en compte par ce schéma puisque le gradient en
un point de la grille n’est calculé qu’en utilisant les valeurs des nœuds adjacents
possédant une valeur inférieure de la fonction u.

Algorithme de cheminement rapide (« Fast Marching ») Le principe de
l’algorithme de Sethian est de construire la fonction u de sa plus petite à sa plus
grande valeur, selon un principe analogue à celui de Dijkstra. La procédure de mise
à jour de la valeur de u en un point à partir de son voisinage se fait en résolvant
l’équation (5.12). A chaque étape de l’algorithme, le nœud de la grille qui possède
la plus petite valeur de u est « gelé » (u y prend une valeur définitive), de la même
manière que, dans l’algorithme de Dijkstra, on considérait un point comme étant
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Fig. 5.4 : Discrétisation de l’espace par une grille régulière.

Les nœuds du réseaux forment les centres des pixels en deux dimension (a) et des voxels en

trois dimensions (b).

marqué lorsque la fonction de coût y prenait une valeur définitive. En outre, lors
de la mise à jour de la fonction de coût, seul le voisinage immédiat des points
préalablement marqués, formant ce qu’on appelle la bande étroite, est considéré
(cf. figure 5.5). L’algorithme 2 présente de manière schématique l’algorithme de
cheminement rapide. La procédure de mise à jour y consiste à résoudre l’équation
iconale discrétisée (5.12).

Fig. 5.5 : Illustration da l’algorithme de cheminement rapide.

Lors de l’avancée du front, seuls les nœuds appartenant à la bande étroite sont concernés par

la procédure de mise à jour. Les nœuds acceptés ont une valeur de coût d’arrivée définitive,

et les nœuds éloignés n’ont pas encore été visités.

L’algorithme de cheminement rapide devient extrêmement efficace lorsque les
points de la bande étroite sont stockés dans une structure de données de type « min-
heap » (ce qui pourrait être traduit par : tas de minima). Ce type de structure
permet, en ordonnant les nœuds de la bande étroite de manière adéquate, de trouver
très facilement le nœud de coût minimal. L’utilisation de cette structure de données
modifie la complexité de l’algorithme de cheminement rapide en la faisant passer de
log(n2) à n log(n), où n est le nombre de nœuds de la grille. Pour une introduction
à la structure de données en tas de minima, nous proposons au lecteur l’ouvrage de
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88 5.1. Problème du plus court chemin et construction de géodésiques

Sedgewick (1988).

Algorithme 2 Algorithme de « Fast Marching » de Sethian (1996)
Definitions : Soit PA (Points Acceptés) l’ensemble des nœuds dont la valeur de u
est gelée. Soit BE l’ensemble des nœuds de la Bande Etroite, et soit PE (Points
Eloignés) l’ensemble des nœuds non encore explorés. On notera #E le nombre de
nœuds appartenant à un ensemble E.
– Initialisation :

x0 →PA , u(x0) = 0 ;
pour tout x 6= x0 : x→PE , u(x) =∞ ;
mise à jour de u au voisinage de x0 ;

– Tant que #BE 6= 0 :
soit xm le voxel de BE ayant la plus petite valeur de u ;
xm →PA ;
mise à jour de u au voisinage de xm ;

Méthode de Tsitsiklis (1995) Une solution au problème de calcul de la trajec-
toire optimale a aussi été proposée par Tsitsiklis (1995). Le principe de l’algorithme
est identique à celui de Sethian, à ceci près que la procédure de mise à jour est
différente. Tsitsiklis démarre du problème d’optimisation suivant : trouver la trajec-
toire γ qui minimise le coût de parcours d’un point x0 à un point x :

γ = argminγ∈Γx0x

∫
f(γ(s))ds, (5.14)

où f est une fonction de coût. On reconnâıt ici le problème de calcul variationnel
(équation (5.8)) qui permet d’obtenir l’équation iconale. Tsitsiklis discrétise ensuite
cette formule intégrale et utilise une approximation qui lui permet de l’inclure dans
la procédure de mise à jour de l’algorithme de cheminement rapide.

Afin de mieux comprendre cet algorithme, nous allons le décrire en 2 dimensions.
Supposons que l’on cherche à calculer la valeur de la fonction u en un point x en
utilisant sa valeur aux voisins x1 et x2, c’est-à-dire que l’on cherche à mettre à jour
la fonction u au point x connaissant sa valeur en son voisinage immédiat. L’idée de
Tsitsiklis est de considérer que le coût pour arriver jusqu’à x est égal au coût du
plus court chemin arrivant au simplexe3 [x1x2], auquel on ajoute le coût du chemin
restant qui relie [x1x2] à x :

u(x) = min
αi

{∑
αiu(xi) + f(x) · ‖x−

∑
αixi‖

}
∑
αi = 1
αi ≥ 0

(5.15)

3Un simplexe en dimension n est en réalité un hypertétraèdre à n sommets. En dimension 2, ce
serait un triangle, et en dimension 3 un tétraèdre. Il s’agit ici d’un abus de langage. En dimension
2, un simplexe sera pour nous un segment [x1x2], et en dimension 3 un triangle (convexe) [x1x2x3].
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5.Tractographie par géodésiques 89

Le premier terme à minimiser dans l’équation (5.15) correspond à la première
approximation de Tsitsiklis. Celle-ci consiste à dire que le coût d’arrivée au bary-
centre du simplexe (par rapport aux coefficients αi) peut être approximé par une
combinaison linéaire des coûts d’arrivées aux nœuds du simplexe :

u(
∑

αixi) '
∑

αiu(xi). (5.16)

Le deuxième terme à minimiser dans la même équation correspond à une deuxième
approximation : le coût de voyage, ou la valeur de l’intégrale définie dans (5.14),
entre le barycentre du simplexe et le point d’arrivée x sont approximés par :∫

P
αixi→x

f(γ(s))ds ' f(x) · ‖x−
∑

αixi‖. (5.17)

Si α∗ est le paramètre optimal pour le problème (5.15) alors, d’après l’approximation
de Tsitsiklis, le vecteur x −

∑
α∗ixi approxime la direction caractéristique de u,

autrement dit la direction des lignes géodésiques.
Le problème de minimisation sous contraintes (5.15) est résoluble de manière

explicite, ce qui veut dire que la procédure de mise à jour durant le cheminement
rapide (algorithme 3) demeure rapide. Ajoutons que, pour augmenter la précision
de l’algorithme, les simplexes contenus dans le voisinage du point x peuvent être
considérés en 8-connexité (cf figure 5.6). Par ailleurs, Tsitsiklis a réussi à démontrer
l’équivalence entre son écriture et celle de Sethian dans un cadre isotrope comme
celui-ci (cf. § 5.1.4).

Fig. 5.6 : Représentation des simplexes en deux dimensions.

a (resp. b) Chaque segment en tirets représente un simplexe de S4 (resp. S8). Ces simplexes

sont au nombre de 4 (resp. 8) en 4-connexité (resp. 8-connexité).

5.1.3 Problème d’évolution : Méthode des ensembles de ni-
veaux (« Level Sets Methods »)

Résoudre l’équation iconale, étant données des conditions aux bords (par exemple
la fonction distance u est nulle en un point x0), est un problème statique, c’est-à-
dire qu’il ne dépend pas du temps. Ce problème peut être posé différemment en
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90 5.1. Problème du plus court chemin et construction de géodésiques

Algorithme 3 Procédure de mise à jour de Tsitsiklis (voir les notations de l’algo-
rithme 2)
– Definitions : x est un point de BE dont on cherche à mettre à jour la valeur de u.
– Boucle : pour tout [x1x2] ∈ S8(x) (ou [x1x2x3] ∈ S48(x) en 3D) :

– trouver α = (αi)i minimisant (5.15) ;
– calculer ũ(x) =

∑
αiu(xi) + f(x) · ‖x−

∑
αixi‖ ;

– u(x) = min{u(x), ũ(x)} ;

introduisant une variable supplémentaire : le temps. Nous avons en effet évoqué
l’évolution des fronts, ou lignes de niveau, de la fonction distance u ; on peut donc
naturellement associer à u, qui est une fonction de l’espace, une deuxième fonction
Φ qui, cette fois-ci, dépend à la fois de l’espace et du temps, et qui représente les
lignes de niveau de u :

Φ(x, t) = u(x)− t. (5.18)

La fonction Φ ainsi définie possède deux caractéristiques. Premièrement, elle prend
les mêmes valeurs que u au temps t = 0. De plus, elle est égale à zéro, pour un
temps t = t∗ le long des lignes de niveau de u = t∗. La définition (5.18), associée à
l’équation iconale (5.7) satisfaite par u, implique une équation d’évolution pour Φ.
En effet, on a d’après (5.18) :

‖∇Φ‖ = ‖∇u‖
∂Φ
∂t

= −1
= −v‖∇u‖,

(5.19)

l’équation d’évolution en découle tout naturellement :

∂Φ

∂t
+ v‖∇Φ‖ = 0. (5.20)

La résolution numérique de cette équation, à laquelle il faut ajouter les conditions
initiales Φ(x0, t) = 0, permet de retrouver la fonction u comme étant la valeur de Φ
au temps zéro. C’est ce qu’on appelle la méthode des ensembles de niveaux (« Level
Sets Method », proposée par Osher et Sethian (1988). Cette méthode présente deux
avantages remarquables : premièrement, elle s’applique à des vitesses de propaga-
tion négatives. En effet, nous avons mentionné en section 5.1.2.1 que l’algorithme de
Dijkstra n’était valable que pour des coûts positifs sur les arêtes du graphes, il en
est de même pour les méthodes de cheminement rapide (qui s’inspirent directement
de l’algorithme de Dijkstra). La méthode des ensembles de niveaux reste, elle, va-
lable pour des vitesses négatives. Deuxièmement, cette méthode gère naturellement
l’anisotropie du milieu puisqu’elle ne repose pas sur le fameux principe de causalité
(cf. § 5.1.4).

En revanche, cette méthode possède un gros inconvénient : sa lenteur. La
résolution numérique de l’équation (5.20) nécessite une discrétisation en temps et
en espace, et la résolution du problème de manière itérative en temps, ce qui peut
poser des problèmes à la fois de temps de calculs et de convergence.
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5.Tractographie par géodésiques 91

5.1.4 Le cheminement rapide anisotrope

Le lecteur aura remarqué que, durant toute la partie sur la recherche de tra-
jectoires optimales sur une grille, la vitesse de déplacement ne dépendait que de la
position dans l’espace. Cette approche est dite isotrope, car la vitesse de propagation
est indépendante de la direction. Nous avons vu que ce problème pouvait être résolu
grâce aux algorithmes en une passe de Sethian ou de Tsitsiklis.

Bien entendu, un problème plus réaliste consisterait à considérer que la vitesse
dépend également de la direction de parcours. Par exemple, sur le flanc d’une mon-
tagne, on avance plus vite dans la direction de la descente que dans la direction
de la montée. Sur une autoroute, une voiture a plus de facilité à voyager le long
de la route que perpendiculairement à celle-ci. De même, les molécules d’eau dans
la substance blanche ont plus de facilité à diffuser le long des fibres que dans la
direction perpendiculaire à celles-ci. Tous ces exemples nous amènent à considérer
le problème de la recherche du plus court chemin dans un milieu anisotrope.

Le problème variationnel consiste alors à trouver la trajectoire minimisant
l’intégrale (reformulation de l’équation (5.14)) :

J =

∫
f (γ(s), γ′(s)) ds. (5.21)

5.1.4.1 Problème de l’anisotropie

Le schéma numérique proposé par Sethian pour la résolution de l’équation ico-
nale repose sur une hypothèse particulière : les lignes caractéristiques (c’est-à-dire les
lignes indiquant les directions géodésiques) de la fonction u sont alignées avec le gra-
dient de u. Cette hypothèse est vraie dans un cadre isotrope, mais est complètement
fausse dans le cas anisotrope (cf figure 5.7).

Fig. 5.7 : Directions des gradients et des caractéristiques en milieu anisotrope.

Les directions de gradient sont indiquées en tirets et les caractéristiques en traits pleins.

Quant au schéma de Tsitsiklis, il repose sur le principe de causalité, qui se traduit
ici par le fait que la fonction u optimisant le critère donné par l’équation (5.15) a
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92 5.1. Problème du plus court chemin et construction de géodésiques

une valeur plus grande que les ui de la même équation (condition de Tsitsiklis) :

u ≥ ui,∀i. (5.22)

Autrement dit, seules les valeurs inférieures de la fonction distance influencent les
valeurs suivantes lors de la propagation du front. On construit ainsi la fonction u de
manière croissante, de la plus petite à la plus grande valeur. Cette propriété a été
démontrée dans un cadre isotrope par Tsitsiklis (1995), mais n’est en général pas
valable dans le cas anisotrope.

5.1.4.2 Solution «gourmande» de Sethian et Vladimirsky

Sethian et Vladimirsky (2001) ont proposé une solution au problème du chemi-
nement rapide anisotrope, grâce à un algorithme en une passe, mais néanmoins assez
gourmand en calculs. L’idée principale consiste à identifier une plage de possibilités
pour l’anisotropie, et à contrôler l’épaisseur de la bande étroite en fonction de cette
plage. Supposons que l’on cherche à résoudre une équation iconale du type :

v(x,∇u) · ‖∇u‖ = 1, (5.23)

où v, la vitesse de propagation du front, ne dépend pas que de la position mais aussi
de la direction normale au front. Sethian et Vladimirsky ont alors démontré que si
on arrive à borner la vitesse de propagation v par deux bornes positives vm et vM

0 < vm ≤ v ≤ vM <∞, (5.24)

alors l’angle β entre les lignes caractéristiques de u (les géodésiques) et les lignes de
gradient de u est borné par le rapport d’anisotropie :

cos(β) ≥ h
vm
vM

, (5.25)

où h est le pas de discrétisation de la grille. Partant de ce principe, Sethian et
Vladimirsky montrent aussi que, pour un point donné x de la grille, le point le plus
proche x̄ sur les lignes caractéristiques ayant la plus petite valeur de u est situé à
une distance que l’on peut majorer :

‖x− x̄‖ ≤ h
vM
vm

. (5.26)

L’idée est donc, étant donnée une procédure de mise à jour adéquate, d’inclure dans
le voisinage du point xm lors de la mise à jour de l’algorithme 2, tous les points qui
sont à une distance inférieure à hvM/vm de xm. On voit bien que la bande étroite
le devient ici de moins en moins, surtout pour des grandes valeurs d’anisotropie.
Ajoutons que Sethian et Vladimirsky proposent comme procédure de mise à jour
celle de Tsitsiklis généralisée au cas anisotrope, comme le fait Qingfen (cf § 5.1.4.3).
Enfin, la complexité de l’algorithme passe de O(n log n) à O((vM/vm)2n log n) où n
est le nombre de nœuds de la grille.
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5.1.4.3 Solution approximée de Qingfen

Dans sa thèse, traitant du problème de l’amélioration d’images d’angiographie
3D, Qingfen (2003) propose une version anisotrope du cheminement rapide inspirée
des travaux de Tsitsiklis (Tsitsiklis, 1995). L’idée de Qingfen est que l’utilisation des
simplexes dans la procédure de mise à jour de l’algorithme de cheminement rapide
permet de répondre au problème anisotrope, à condition de travailler en connexité
maximale (8-connexité en 2 dimensions et 26-connexité en 3 dimensions). L’avantage
des méthodes de ce type est que l’on travaille sur une représentation continue de la
grille discrète, en recherchant le barycentre optimal au sein de chaque simplexe.

Dans le cadre anisotrope, Qingfen utilise encore une fois la formulation varia-
tionnelle, cette fois-ci anisotrope (équation (5.21)), pour calculer la fonction de coût
en un point x en fonction des nœuds d’un simplexe voisin [x1x2x3] de la manière
suivante : 

u(x) = min
αi

{∑
αiu(xi)

}
+ {f(x, ŷ) · ‖y‖}∑

αi = 1
αi ≥ 0

(5.27)

où y = x−
∑
αixi est le vecteur qui pointe du simplexe dans la direction du point

x, et ŷ en est la version normée à 1. Ici, le premier terme de la fonction à minimiser
est une approximation similaire à celle de Tsitsiklis, tandis que le second terme
approxime l’intégrale anisotrope :∫

P
αixi→x

f(γ(s), γ′(s))ds ∼ f(x, ŷ) · ‖y‖. (5.28)

La résolution du problème d’optimisation sous contraintes (5.27) est plus ardue que
dans le cas isotrope, et peut parfois nécessiter le recours à une descente de gradient
ou tout autre algorithme itératif. Cela peut beaucoup ralentir le cheminement rapide,
qui nécessite de résoudre ce problème à chaque procédure de mise à jour. De plus,
Qingfen n’a pas démontré que, pour son approximation, la condition de Tsitsiklis
est vérifiée (construction de la fonction u dans un ordre de valeurs croissant).

Cependant, nous avons démontré que, dans un cadre elliptique, non seulement
cette condition est vérifiée (pour un choix judicieux des simplexes voisins), mais en
plus, qu’il existe une solution explicite au problème, comme nous le verrons ci-après
(§ 5.1.4.4).

5.1.4.4 Cheminement rapide anisotrope dans un milieu elliptique

Formulation du problème On définit un milieu comme étant elliptique lorsque
l’on se donne une métrique dans l’espace IR3 définie par une matrice symétrique
définie positive M. Un élément de longueur dl dans un tel espace est défini par la
relation suivante :

dl =
√

dxTMdx, (5.29)

où dx est un vecteur de déplacement. La longueur d’une courbe γ, dont on rappelle
l’expression

l(γ) =

∫
γ

dl
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se récrit dans un tel espace de la manière suivante :

J =

∫ √
γ′(s)TM(γ(s))γ′(s)ds. (5.30)

Dans ce cas, l’équation iconale satisfaite par la fonction distance u prend la forme
générale suivante4(voir la démonstration en annexe B) :

∇uTM−1∇u = 1. (5.31)

Étudions maintenant, dans ce cas particulier, la solution approchée de Qingfen
pour l’algorithme de cheminement rapide. La fonction f dans l’équation (5.27) a ici
pour expression :

f(x, ŷ) =
√

ŷTM(x)ŷ, (5.32)

ce qui signifie que le problème d’optimisation peut s’écrire de la manière suivante :
u(x) = min

α

∑
αiu(xi) +

√
yTMy∑

αi = 1
αi ≥ 0.

(5.33)

Nous avons démontré que, pour un choix judicieux du voisinage d’un point sur la
grille, la condition de Tsitsiklis est vérifiée (cf. annexe D), ce qui signifie que l’on
peut utiliser l’algorithme de cheminement rapide dans ce cas-là. Il reste à savoir si
le problème d’optimisation possède une solution analytique explicite, on aura ainsi
la possibilité de calculer la fonction u de manière extrêmement rapide.

Ici, la fonction à optimiser est dérivable et convexe, de même que l’espace des
contraintes. Il existe donc une solution analytique explicite au problème, que l’on re-
trouve en annulant le gradient et en projetant le résultat sur l’espace des contraintes.
La solution exacte est détaillée en annexe D, mais il est important de signaler ici que,
dans le cas elliptique, on peut résoudre le problème de manière analytique explicite.
Le « fast marching » garde alors toute sa rapidité.

Construction des simplexes en 3D Nous rappelons (cf. note 3) que nous
désignons abusivement par simplexe, un triangle. Étant donné un sommet x de
notre maillage où l’on veut calculer la fonction de coût, le voisinage de x permet de
définir un grand nombre de simplexes. Nous choisirons la configuration suivante :
soit S48(x) l’ensemble des triangles [x1x2x3] dont les sommets sont des voisins de x
en 26-connexité (cf. figure 5.8), et tels que :

– x1 est un 6-voisin de x, c’est-à-dire que ‖x− x1‖ = h (où h est la taille de la
grille). Pour tout x, il existe 6 possibilités pour le choix de x1.

– x2 est un 18-voisin strict de x, c’est-à-dire que ‖x − x2‖ =
√

2.h. On choisit
également x2 tel que x1 ·x2 = h. Pour chaque choix de x1, il existe 4 possibilités
pour le choix de x2.

4Dans un milieu isotrope, où la matrice M est proportionnelle à la matrice identité (M = αI),
l’équation iconale générale devient

|∇u| = α.

On retrouve la forme déjà donnée par l’équation (5.7) avec α = 1
v .
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– enfin, x3 est un 26-voisin strict de x, autrement dit ‖x − x3‖ =
√

3.h. On
choisit x3 tel que x1 · x3 = h et x2 · x3 = 2h. Pour chaque choix de x2 il existe
2 possibilités pour le choix de x3.

Avec cette construction, l’ensemble S48(x) est formé de 6×4×2 = 48 simplexes. La
figure 5.8 montre la répartition des simplexes autour de x. On rajoute que, si l’on
note ei = xi − x, les vecteurs ei ont la propriété remarquable suivante :

eki .e
k
j ≥ 0, ∀i, j, k ∈ {1, 2, 3}, (5.34)

où eki est la kème coordonnées du vecteur ei. Nous montrons en annexe D que, grâce
à cette propriété, la condition de Tsitsiklis est vérifiée. La construction de la fonction
distance est alors possible par l’algorithme de cheminement rapide.

a b

Fig. 5.8 : Configurations des simplexes en 3D et 26-connexité.

a. Positionnement des 48 simplexes autour du centre. b. Représentation du coût de parcours

entre le centre de gravité du simplexe et la cible.

Construction des géodésiques Les trajectoires géodésiques, dans un milieu el-
liptique, ont comme propriété remarquable d’être alignées avec le gradient de la
fonction distance mais, cette fois-ci (contrairement au cas isotrope), le gradient est
pris par rapport à l’inverse de la métrique (voir la démonstration en annexe B). En
d’autre termes, si γ est une géodésique passant par le point de référence x0, et s
l’abscisse curviligne telle que γ(s) = x, alors :

γ′(s) ∝M−1∇u(x). (5.35)

Grâce à cette équation, une simple descente de gradient dans la direction donnée par
M−1∇u(x) permet de remonter, de n’importe quel point de l’espace, vers le point
source x0 en suivant la courbe géodésique.
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5.2 Application du calcul de géodésiques à la trac-

tographie

5.2.1 État de l’art

L’idée d’introduire le concept de plus court chemin pour reconstruire les fibres
de la matière blanche est toute récente. A notre connaissance, trois équipes se sont
penchées sur la question :

Tractographie par cheminement rapide de Parker et al. Tout d’abord, Par-
ker et al. (2002) ont introduit se qu’ils appellent « Fast Marching Tractography »
(FMT), ou « tractographie par cheminement rapide », pour le calcul des faisceaux
de la matière blanche en utilisant les données d’IRM de diffusion. On ne parle alors
pas encore de géodésiques dans un espace métrique. La méthode proposée par les
auteurs repose sur une écriture isotrope de l’équation iconale :

|∇u| = 1

v
, (5.36)

où la vitesse de propagation v dépend de la direction n perpendiculaire au front.
Parker et al. proposent deux versions pour la fonction v(x), que l’on notera v1

et v2, définies par :

v1(x) = {1−min{|e1(x) · n(x)|; |e1(x′) · n(x)|; |e1(x) · e1(x′)|}}−1

v2(x) = min{v2(x′); |e1(x′) · n(x)|} (5.37)

où e1 est le vecteur propre principal du tenseur de diffusion, et x′ le voxel voisin de
x dont la valeur de u est définitive (c’est-à-dire inclus dans l’ensemble PA, avec les
notations de l’algorithme 2) et pour lequel le vecteur x − x′ est le plus aligné avec
n ((x− x′) · n maximal).

La fonction v2 a la particularité de prendre en compte la valeur en x′, c’est-à-
dire de contenir une sorte de mémoire qui permet de construire des trajectoires plus
douces. Enfin, pour mettre à jour la fonction distance, Parker et al. utilisent une
version approximée de l’équation iconale isotrope :

u(x) = u(x′) +
‖x− x′‖
v(x)

. (5.38)

Enfin, pour reconstruire les faisceaux, ils utilisent une descente de gradient dans la
direction données par ∇u.

Evidemment, cette méthode présente plusieurs faiblesses : la définition de la
vitesse de propagation de front est complètement heuristique, une approximation
grossière est utilisée pour l’équation iconale, et il n’est absolument pas tenu compte
de l’anisotropie.

Tractographie par la méthode des ensembles de niveaux O’Donnell et al.
(2002) ont été les premiers à introduire la notion d’espace riemannien, dont la
métrique est définie grâce au tenseur de diffusion. L’idée est simple : si l’on se
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donne comme métrique l’inverse du tenseur de diffusion (M = D−1), alors deux
points seront d’autant plus proches que la diffusion de l’eau est importante entre les
deux. De plus, la donnée d’une métrique permet de calculer des quantités telles que
les lignes géodésiques et les distances géodésiques entre deux points du cerveau.

Pour calculer les géodésiques, O’Donnell et al. choisissent un schéma du type
« ensembles de niveaux », c’est-à-dire qu’ils définissent une fonction Φ vérifiant
l’équation d’évolution :

∂Φ

∂t
+ v‖∇Φ‖ = 0, (5.39)

où v, la vitesse de propagation, est définie en plusieurs étapes :

1. Soit n = ∇Φ
‖∇Φ‖ le vecteur normal aux lignes de niveaux de Φ.

2. Trouver deux vecteurs linéairement indépendants t1 et t2 perpendiculaires à
n.

3. Soit w = (Mt1)× (Mt2).

4. Soit ñ = w√
wTMw

.

5. Enfin, v est définie par : v = ‖ñT
n‖

Ici encore, la définition de la fonction v est dépendante de la normale au front n,
vecteur qui n’est pas évident à calculer numériquement mais, surtout, O’Donnell
et al. utilisent les Ensembles de Niveaux, c’est-à-dire un algorithme itératif assez
lent en comparaison avec le cheminement rapide. Enfin, l’algorithme n’est pas uti-
lisé pour reconstruire les géodésiques, mais uniquement pour calculer des distances
géodésiques entre des points du cerveau.

Tractographie par Ensembles de Niveaux, revisitée Récemment, Lenglet
et al. (2004) ont proposé une méthode inspirée de celle d’O’Donnell et al. où ils
utilisent un schéma de discrétisation de l’équation iconale inspiré de celui de Sethian.
Les auteurs écrivent une équation d’évolution :

∂Φ

∂t
+ v‖∇Φ‖ = 0, (5.40)

où la norme du gradient ‖∇Φ‖ est approximée de la manière suivante5 :

‖∇Φ‖2 = M11 (max(D−xΦ, 0)2 + min(D+xΦ, 0)2) +
M22 (max(D−yΦ, 0)2 + min(D+yΦ, 0)2) +
M33 (max(D−zΦ, 0)2 + min(D+zΦ, 0)2) +

2M12 (max(D−xΦ, 0)2 + min(D+xΦ, 0)2) (max(D−yΦ, 0)2 + min(D+yΦ, 0)2) +
2M13 (max(D−xΦ, 0)2 + min(D+xΦ, 0)2) (max(D−zΦ, 0)2 + min(D+zΦ, 0)2) +
2M23 (max(D−yΦ, 0)2 + min(D+yΦ, 0)2) (max(D−zΦ, 0)2 + min(D+zΦ, 0)2) ,

(5.41)
où M ij est l’élément de la i-ème ligne et j-ème colonne de M−1.

Encore une fois, l’algorithme utilisé par Lenglet et al. est un algorithme de type
« ensembles de niveaux », donc particulièrement gourmand en temps de calculs. De

5En considérant une métrique proportionnelle à l’identité, on retombe sur le schéma isotrope
proposé par Sethian et donné par l’équation (5.12).
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plus, le schéma de discrétisation n’est pas adapté pour le cheminement rapide.

En conclusion, les trois approches que nous venons de citer utilisent soit un algo-
rithme de cheminement rapide, mais de manière inadaptée pour un cadre anisotrope
(méthode de Parker et al.), soit un algorithme de type « ensemble de niveaux », gour-
mand en calculs et inadapté pour calculer des lignes géodésiques pour un ensemble
important de positions dans l’espace (méthodes de O’donnell et al. et de Lenglet
et al.). Nous proposons d’adapter l’algorithme de Qingfen au cas elliptique, ce qui
nous permettra de reconstruire des géodésiques dans un espace anisotrope, tout en
utilisant une méthode de cheminement rapide, pour gagner à la fois en précision et
en vitesse de calcul.

5.2.2 Tractographie par géodésiques

Dans la suite de ce chapitre, nous formulons le problème de la tractographie
en termes de recherches de géodésiques dans un espace muni d’une métrique, et
proposons un algorithme pour reconstruire ces géodésiques de manière pratique.
Bien entendu, tout ce que nous exposerons s’appuie sur les éléments précédemment
évoqués.

5.2.2.1 Formulation du problème

Objectifs Soit R = {Ri}Ni=1 un ensemble de régions du cerveau, c’est-à-dire, en
pratique, que chacune des régions est composée d’un ou plusieurs voxels, voisins ou
non. Nous cherchons à répondre à deux questions :

– Quelle sont les paires de régions qui sont connectées anatomiquement (via des
fibres de la substance blanche) ?

– Quelle est la trajectoire des faisceaux qui connectent ces paires de régions ?
Pour répondre à la deuxième question, nous allons formuler des hypothèses qui nous
permettront de construire la trajectoire de faisceaux probables entre chaque paire
de régions. La première question est plus délicate. Nous allons néanmoins tenter d’y
apporter quelques éléments de réponse au fil du manuscrit.

Hypothèses Tout d’abord, nous ferons les deux hypothèses suivantes :
– les fibres de la substance blanche sont des géodésiques par rapport à une

métrique ;
– la métrique adaptée à la géométrie de la substance blanche est égale à l’inverse

du tenseur de diffusion de l’eau.
A priori, la première hypothèse n’est pas trop restrictive. Pour qu’elle soit vraie,

il suffit de trouver la bonne métrique, encore faut-il que la métrique en question soit
la même pour tous les types de fibres de la substance blanche.

La deuxième hypothèse est un peu plus délicate à vérifier. L’inverse du tenseur
de diffusion parâıt être un candidat assez naturel pour le choix de la métrique,
on peut d’ailleurs s’en convaincre de différentes manières. Le plus simple est de se
l’expliquer de façon intuitive : la diffusion de l’eau est plus élevée le long des fibres
que perpendiculairement à celles-ci. En inversant le tenseur, les valeurs propres les
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plus grandes du tenseur se retrouvent être les plus petites du tenseur inverse, et la
direction de plus courte distance est parallèle aux fibres. On peut aussi invoquer des
raisons purement mathématiques, comme le font O’Donnell et al. (2002) ou Lenglet
et al. (2004), en affirmant que l’inverse du tenseur définit une métrique dans un
espace riemannien, laquelle induit un opérateur de Laplace-Beltrami (généralisation
du laplacien pour un espace riemannien) qui se retrouve dans l’équation de diffusion
de l’eau. La métrique définie par l’inverse du tenseur de diffusion n’est pas forcément
adaptée à toutes les situations.

Pour s’en convaincre, prenons un exemple simple. Soit une configuration telle
que décrite par la figure (5.9), où l’on cherche le plus court chemin entre un point A
et un point B. Supposons qu’il existe un faisceau de fibres circulaire qui relie A et
B, de rayon r, et que les tenseurs de diffusion de l’eau au sein de ce faisceau soient
tangents au faisceau en tous points et de même moyenne (de même trace). Enfin,
supposons que le reste de l’espace soit isotrope et de même diffusion moyenne. Si
on considère la métrique M = D−1, la distance entre A et B à travers le faisceau
circulaire C est égale à : ∫

C

√
dxTD−1dx =

πr√
λ1

, (5.42)

où λ1 est la plus forte valeur propre de D. Par ailleurs, la distance entre A et B en
ligne droite est égale à 2R · trace(D)/3. Donc, pour que la géodésique entre ces deux
points passe vraiment par C, c’est-à-dire pour qu’elle suive la trajectoire des fibres,
il faut au minimum que :

πr√
λ1

≤ 2r · trace(D)/3, (5.43)

c’est-à-dire que λ1 ≥ π2/4 · trace(D)2. Bien entendu, même si cette condition est
vérifiée, on peut toujours supposer l’existence d’un chemin de moindre énergie qui
serait plus court que la trajectoire passant par C et qui serait intermédiaire entre
la ligne droite et le cercle. Ce problème est crucial, car il détermine la faiblesse de
l’approche géodésique par rapport à l’approche par suivi de vecteur. Une manière
d’y répondre est d’augmenter artificiellement l’anisotropie du tenseur de diffusion,
de manière à privilégier le plus possible les chemins parallèles aux tenseurs (cf. §
6.1.2).

Fig. 5.9 : Comparaison entre une ligne droite et une ligne géodésique.
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Fig. 5.10 : Illustration de la construction de géodésique à partir du point selle.

a. Diagramme de Voronöı. b. Courbes de niveaux de la fonction u, les flèches désignent les

directions de la double rétro-propagation. c. Vue en 3D de la fonction en u.

5.2.2.2 Construction de la fonction distance

La reconstruction pratique des géodésiques passe par le calcul de la fonction
distance. Soit donc R une région de référence, nous cherchons à reconstruire toutes
les géodésiques qui relient les régions {Ri} à R. Pour cela, supposons tout d’abord
que la région R est constituée d’un seul voxel x0. La longueur d’un chemin minimal
γ reliant x0 à n’importe quel autre point x par rapport à la métrique D−1 est définie
par :

u(x) = l(γ) =

∫ 1

0

√
γ′(s)TD−1γ′(s)ds. (5.44)

Le calcul numérique de la fonction u peut donc être effectué grâce à l’algorithme
de cheminement rapide anisotrope exposé précédemment, appliqué au cas d’une
géométrie elliptique. Le cas où le point de départ n’est pas seulement un voxel mais
une région R n’est pas beaucoup plus compliqué, il suffit d’initialiser l’algorithme
2 en incluant tous les voxels de R dans l’ensemble des points acceptés en leur at-
tribuant la valeur u = 0. Ainsi, la distance entre un point x et la région R sera
construite naturellement comme étant la distance la plus courte entre x et tout
point de R.

5.2.2.3 Construction de géodésiques avec deux points sources : detec-
tion du point selle

Lorsque l’on désire connecter deux régions R1 et R2 par une géodésique, on
peut soit calculer la fonction distance relative à R1 (notons la u1) puis construire la
géodésique en partant deR2, soit calculer u2 et reconstruire la géodésique en partant
de R1. Les deux méthodes ne donnent pas exactement la même ligne géodésique,
comme on le verra en simulations dans la section 6.1. Cela est dû aux erreurs d’ap-
proximation qui augmentent au fur et à mesure que l’on s’éloigne de la source. Pour
réduire cette ambigüıté, il existe une méthode permettant de construire une ligne
géodésique unique reliant les deux régions, en effectuant une propagation de front
simultanée partant des deux régions. Cette méthode permet de construire la fonction
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distance u réalisant le minimum des deux fonctions u1 et u2 :

u = min{u1, u2}. (5.45)

La géodésique passe alors par le point « selle » de la fonction u, définit comme le
point de rencontre des deux fronts. On peut donc reconstruire la géodésique en
partant du point selle, par une double rétro-propagation dans la direction opposée
au gradient (cf. figure 5.10). L’algorithme 4 montre la construction de la fonction
u par un algorithme de fast marching modifié (Cohen, 2001). Son principe est le
suivant : on construit une fonction u de la même manière que dans l’algorithme 2 de
cheminement rapide, mais cette fois-ci avec deux points sources. A chaque étape de
l’algorithme, une carte de Voronöı est mise à jour. Pour chaque voxel est attribué le
même label que le voxel le plus proche ayant été marqué définitivement. On obtient
ainsi deux fronts qui se propagent simultanément. Le premier point d’intersection
des deux fronts est le point selle de la fonction u.

Bien entendu, on peut calculer les fonctions u1 et u2 indépendamment, calculer
leur minimum, détecter le point selle et reconstruire la géodésique. L’algorithme 4
a cependant l’avantage de calculer u en une passe de cheminement rapide (au lieu
de deux passes pour u1 et u2), on peut aussi l’arrêter dès lors que le point selle est
détecté, ce qui le rend extrêmement rapide.

Algorithme 4 Algorithme de cheminement rapide modifié
Definitions : PA, BE et PE sont définis comme dans l’algorithme 2. Soit V la fonction
de Voronöı :

V (x) = 1 si u1(x) ≤ u2(x)
= 2 si u1(x) > u2(x)

– Initialisation :
pour tout x ∈ Ri , u(x) = 0, V (x) = i , x→PA ;
pour tout x /∈ R1 ∪R2 : u(x) =∞ , V (x) = −1 , x→PE ;
mise à jour de u au voisinage de R1 ∪R2 ;

– Tant que #BE 6= 0 :
soit xm le voxel de BE ayant la plus petite valeur de u et y le point du voisinage
de xm appartenant à PA ayant la plus petite valeur de u
– xm →PA ;
– V (x) = V (y) ;
– mise à jour de u au voisinage de xm ;

5.2.3 Reconstruction des géodésiques

Comme nous l’avons dit précédemment, dans le cas d’un milieu elliptique
possédant comme métrique la matrice M = D−1, une géodésique γ passant par
le point de référence x0 est en tout point parallèle au gradient de la fonction u pris
par rapport à l’inverse de la métrique :

γ′(s) = D∇u(γ(s)). (5.46)
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Ainsi, pour reconstruire une géodésique reliant un point xi au point x0, une simple
descente de gradient dans la direction données par −D∇u suffit. Différents schémas
numériques existent pour effectuer cette descente de gradient, on pourrait citer le
plus connu qui est la méthode de Runge et Kutta d’ordre 2 ou 4 (Lambert, 1991).
Nous utilisons une méthode beaucoup plus simple qui consiste à faire du suivi de
vecteur interpolé dans la direction donnée par −D∇u.

5.2.4 Quantification des fibres

Les chemins reconstruits par un algorithme de tractographie, qu’il soit du type
suivi de vecteur, probabiliste ou géodésique, ne sont pas de réelles fibres anatomiques,
mais plutôt une représentation visuelle de la trajectoire des faisceaux d’axones. En
particulier, la méthode géodésique trouve toujours une ligne géodésique entre deux
points du cerveau ; prétendre que toutes les lignes reconstruites par cette méthode
sont des fibres de la matière blanche reviendrait à dire que, dans le cerveau humain,
tout est connecté avec tout, ce qui est absurde.

Il est donc nécessaire de construire des indices qui permettent de quantifier
ces chemins. Ces indices auraient différents rôles. On peut par exemple tenter de
répondre à la question : est-ce que le chemin reconstruit représente réellement une
trajectoire de fibre ? Ou, plus modestement : quelle chance a-t-il de représenter une
trajectoire de fibre ? On peut aussi imaginer toutes sortes d’indices dans l’optique
de classifier les fibres selon certaines propriétés, par exemple leur position, courbure,
longueur, etc.

Nous proposons deux groupes d’indices de quantification, le premier prend en
compte les propriétés intrinsèques des faisceaux et se base sur des considérations
géométriques (§ 5.2.4.1). Le second est fondé sur les propriétés extrinsèques aux
fibres, en particulier tirées des informations données par l’IRM de diffusion (§
5.2.4.2).

5.2.4.1 Indices géométriques

Rappelons que les faisceaux reconstruits par un algorithme de tractographie
peuvent être vus comme des courbes de IR3. Soit γ une telle courbe, on peut définir
sur γ différentes grandeurs :

– La longueur euclidienne est un indice global sur toute la courbe :

l(γ) =

∫
γ

ds. (5.47)

– La courbure caractérise la variation du vecteur tangent à la courbe, c’est-à-
dire la déviation de la courbe par rapport à la ligne droite. Plus la courbure
est élevée, plus la courbe est déviée. C’est une grandeur locale, définie par :

κ =

∥∥∥∥ d

ds

(
γ′

‖γ′‖

)∥∥∥∥ . (5.48)

– La torsion est également une grandeur locale, caractéristique des courbes en
3 dimensions. Elle est non nulle lorsque la courbe sort du plan en se tordant.
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Elle est définie par :

τ =
1

κ2
[γ′ · (γ′′ × γ′′′)] . (5.49)

5.2.4.2 Indices physiques

Différents indices extrinsèques peuvent être associés à un faisceau reconstruit. Par
exemple, le coefficient de diffusion dans la direction tangente à la fibre est un indice
local qui détermine si la fibre reconstruite « colle bien » aux données de diffusion.
De même que l’on peut calculer l’anisotropie (par exemple FA) en tout point de
la fibre (indice local), ce qui permet de voir si les données de diffusion locales sont
« pertinentes », autrement dit si on peut faire confiance à la direction indiquée par
le tenseur de diffusion ? On peut aussi intégrer ces indices le long des fibres pour
créer un indice global :

– La longueur géodésique est la longueur d’une courbe par rapport à la
métrique associée à l’espace. Elle est donnée par l’équation suivante :

ľ(γ) =

∫
γ

√
γ′(s)TD−1(γ(s))γ′(s)ds. (5.50)

Lorsque la métrique D−1 est égale à l’identité, on retrouve la longueur eucli-
dienne. La longueur géodésique est extrinsèque puisqu’elle dépend du milieu.

– La diffusion moyenne est un indice global qui indique la moyenne de la
valeur du coefficient de diffusion de l’eau le long d’un faisceau. Cet indice est
défini par :

d(γ) =
1

l(γ)

∫
γ′(s)D(γ(s))γ′(s)ds. (5.51)

– Enfin l’anisotropie moyenne est également un indice global :

ϕ(γ) =
1

l(γ)

∫
FA(γ(s))ds. (5.52)

Nous utiliseront certains de ces indices dans la suite (section 6.2) pour représenter
les géodésiques qui sont plus susceptibles de correspondre à de véritables trajectoires
de faisceaux axonaux.
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Chapitre 6

Applications

6.1 Données simulées

La méthode de tractographie par géodésique proposée au chapitre 5 a été évaluée
sur des données de simulations. Ces tests ont été conçus pour répondre à différents
objectifs. Tout d’abord, une série de simulations en milieu homogène, c’est-à-dire
avec le même tenseur de diffusion, éventuellement anisotrope, en chaque voxel est
a été réalisée (§ 6.1.1). L’objectif des simulations en milieu homogène est de tester
la précision de l’algorithme dans des situations plus ou moins extrêmes en matière
d’anisotropie, puisque dans ce cadre-là, la solution analytique pour la fonction dis-
tance u est connue. En deuxième lieu (§ 6.1.2), des simulations en milieu hétérogène,
où la trajectoire des fibres à reconstruire est connue, nous ont servi à démontrer la
capacité de l’algorithme à reconstruire des fibres recourbées. Enfin, des simulations
en milieu perturbé (§ 6.1.3 et § 6.1.4), soit par la présence de croisements de fais-
ceaux, soit en présence de bruit, ont permis de tester l’influence de ces perturbations
sur la trajectoire des fibres reconstruites.

6.1.1 Champ de tenseur homogène

Afin de tester la précision de l’algorithme de cheminement rapide anisotrope,
nous avons réalisé des simulations en milieu homogène, c’est-à-dire avec le même
tenseur de diffusion D en tous les voxels. L’avantage de ces simulations est que l’on
connâıt l’expression analytique de la fonction distance u. En effet, si x0 désigne le
point de référence pour la distance géodésique, la fonction u a pour expression :

u(x) =
√

(x− x0)TD−1(x− x0). (6.1)

En effet, il est facile de vérifier que, d’une part, u(0) = 0 et, d’autre part, que u
satisfait l’équation iconale :

∇uTD∇u = 1. (6.2)

Ainsi, nous pouvons directement comparer la solution analytique u et la solution
ũ calculée par l’algorithme. nous avons utilisé, pour comparer les deux fonctions,
l’erreur relative définie par la formule suivante :

ε =
|u− ũ|
u

. (6.3)
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Le tenseur D a été généré en utilisant une décomposition suivante : soit un trièdre
(e1, e2, e3) tel que ei · ej = δij, ainsi que trois réels (λ1, λ2, λ3) tels que λi ≥ 0,∀i, on
a construit le tenseur D par :

D =
∑
i

λieie
T
i , (6.4)

ce qui assure que les λi et ei sont respectivement les valeurs et vecteurs propres de
D, qui est bien une matrice symétrique et positive.

Pour régler la valeur de l’anisotropie du tenseur de diffusion D, nous avons fait
varier le rapport α = λ1/λ2 = λ1/λ3, de la plus grande valeur propre aux deux
autres, entre 1 (cas isotrope) et 50 (cas extrêmement anisotrope). Il existe bien
entendu un lien direct entre ce coefficient et les indices d’anisotropie conventionnels.
Par exemple pour l’anisotropie fractionnelle, nous avons la relation suivante :

FA =
(α− 1)2

α2 + 2
. (6.5)

α 1 2 5 10 50
FA 0 0,17 0,59 0,79 0,96

moyenne (%) 0,79 0,93 1,25 1,54 2,16
écart type (%) 0,62 0,86 1,53 2,16 3,71

Tab. 6.1 : Résultats des simulations en milieu homogène.

Le tableau 6.1 montre les valeurs de la moyenne et de l’écart-type de l’erreur
relative ε (équation (6.3)) en fonction de l’anisotropie. On voit que, même dans un
cas extrême (α = 50), l’erreur relative moyenne est de l’ordre de 2%, ce qui est très
encourageant. La figure 6.1 montre les courbes de niveaux des fonctions distances
analytique u et numérique ũ pour différentes valeur de l’anisotropie. Là encore, le
résultat visuel est très correct. On remarque au passage que l’erreur maximale se
situe autour des points où le gradient de la fonction u est le moins aligné avec les
directions géodésiques (qui sont ici des lignes concentriques).

6.1.2 Champ de tenseur hétérogène

Nous avons réalisé des simulations en champ de tenseur circulaire (cf. figure
6.2a) afin de tester la capacité de l’algorithme à reconstruire des fibres recourbées,
et de voir l’effet de l’utilisation de la méthode du point selle.

Nous nous proposons tout d’abord de tester la précision du calcul du champ de
distance u en milieu hétérogène par l’algorithme de cheminement rapide anisotrope.
Bien entendu, dans un tel milieu, nous ne disposons pas d’une solution analytique au
problème. En revanche, nous savons que l’équation iconale est vérifiée (cf chapitre
5) :

∇uTD∇u = 1. (6.6)
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Fig. 6.1 : Simulations en milieu homogène anisotrope..

a .Solution numérique ; b. Solution analytique ; c. Erreur relative. De gauche à droite, le

coefficient α prend les valeurs successives 1, 2, 5, 10 et 50.

Le tableau 6.2 montre la valeur moyenne du produit ∇uTD∇u pour différentes
valeurs de α. On voit que ce produit demeure proche de 1 en moyenne, même pour
des valeurs d’anisotropie extrêmes.

α 5 10 20 50 100
FA 0,59 0,79 0,90 0,96 0,98

moyenne (%) 0,995 0,993 0,989 0,997 1,059
écart type (%) 0,068 0,086 0,112 0,213 0,634

Tab. 6.2 : Résultats des simulations en milieu hétérogène.

Il reste maintenant à reconstruire les lignes géodésiques. Soit un point apparte-
nant au même arc de cercle que notre point de départ pour le calcul de la fonction
distance u. Si l’on suppose que tous les tenseurs de diffusions sont tangents à des
trajectoires de fibres, la ligne géodésique devrait être un arc de cercle. La figure 6.2
montre, pour différentes valeurs de α, la géodésique reconstruite. On remarque que
pour des tenseurs peu anisotropes, l’arc de cercle n’est pas le chemin le plus court.
En revanche, augmenter l’anisotropie permet de s’approcher d’une géodésique en arc
de cercle et, donc, de la vraie trajectoire de fibres.

6.1.3 Sensibilité aux croisements

Afin de tester la sensibilité de la méthode à la présence d’un croisement de fibres,
nous avons effectué des simulations où nous avons modélisé une zone de croisement
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108 6.1. Données simulées

Fig. 6.2 : Construction de la fonction distance et des géodésiques dans un champ de
tenseurs circulaire.

a. Configuration des tenseurs de diffusion pour le cas α = 5. b à f : niveaux de la fonction de

distance pour α = {5, 10, 20, 50, 100} (bleu=petite distance, rouge=grande distance) et

géodésique reconstruite (en rouge). Le cercle noir en pointillés indique la trajectoire supposée

du faisceau de fibres.

de fibres par un mélange linéaire de tenseurs de diffusion. Le volume de simulation
contient alors quatre zones : les zones I et II sont des milieux homogènes associés
aux tenseurs de diffusions D1 et D2, la zone III contient un tenseur D3 égal au
mélange des deux précédents (D3 = (D1 + D2)/2), la zone IV est un milieu isotrope
(D4 = I3). Les tenseurs des zones I et II font un angle de 45◦, et la largeur de la
zone II varie de zéro à deux fois la largeur de la zone I.

La figure 6.3 montre les résultats de la tractographie par la méthode de suivi de
vecteur et par la méthode des géodésiques entre deux points de la zone I, superposés
à une carte d’anisotropie. La méthode par suivi de vecteur dévie sa trajectoire dès
l’apparition du croisement de fibres, et ce d’autant plus que la zone de croisements
est importante. La géodésique demeure en ligne droite, avec une légère déviation en
zone de croisements lorsque cette dernière est large.

6.1.4 Sensibilité au bruit

Une dernière simulation nous a permis de tester la sensibilité de notre algorithme
à des données contenant du bruit de mesure. Pour générer ce bruit, nous avons repris
notre première simulation en milieu homogène anisotrope (§ 6.1.1). En chaque point
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Fig. 6.3 : Résultats de tractographie en présence d’un croisement de fibres.

Application de la méthode de suivi de vecteur (ligne du haut) et de la méthode des

géodésiques (ligne du bas) en présence d’un croisement avec un faisceau de différentes

épaisseurs. Les zones blanches représentent les zones I et II. La zone III est représentée en

gris (anisotropie plus faible qu’en I et II) et la zone IV en noir (anisotropie nulle puisque la

zone est isotrope).

x, nous avons un tenseur de diffusion D(x). Nous avons ensuite calculé en chaque
point la diffusion dans six directions non parallèles :

di = zTi Dzi, i = 1, . . . , 6, (6.7)

où di est la valeur de la diffusion dans la direction donnée par le vecteur zi. Nous
avons ensuite ajouté un bruit gaussien au signal qu’aurait généré cette valeur de la
diffusion :

Si = S0e
−bdi + ε, (6.8)

où Si est le signal bruité dans la direction zi, S0 le signal de base (pris ici égal à 1), b
le degré de pondération en diffusion (ici pris égal à 1 car les tenseurs sont normalisés,
cf. § 2.3.1) et ε un bruit gaussien de moyenne nulle et de variance σ. Le tenseur de
diffusion bruité Dε a ensuite été calculé en résolvant le système linéaire :

xTi Dεxi = exp (S0/Si) /b. (6.9)

Nous avons défini par ailleurs le rapport signal à bruit (RSB) par la formule suivante :

RSB = 20 log

(
var(Si)

σ

)
. (6.10)

Pour chaque valeur du RSB (pris entre 0 et -50 dB), nous avons réalisé 50 essais.
Enfin, l’erreur de reconstruction de la géodésique a été calculée comme étant la
distance moyenne entre la courbe reconstruite et la courbe réelle, qui est ici une
ligne droite.
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110 6.1. Données simulées

La figure 6.4 montre les résultats de l’erreur de reconstruction de fibres par
l’application de la méthode de suivi de vecteur avec interpolation et par la méthode
des géodésiques.
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Fig. 6.4 : Résultats de tractographie en présence de bruit.

Représentation de l’erreur en moyenne, écart type, minimum et maximum sur la fibre

reconstruite par application de la méthode de suivi de vecteur avec interpolation (a) et de la

méthode des géodésiques (b) pour différentes valeurs de RSB.
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6.2 Applications à des données réelles

6.2.1 Connexions cortico-corticales

L’objectif de cette section est d’appliquer la méthode de tractographie par
géodésiques au calcul des connexions cortico-corticales. Nous rappelons que ces
connexions comprennent les fibres d’association (intra-hémisphériques) et les fibres
commissurales (inter-hémisphériques). Pour évaluer l’efficacité de la méthode, un
nombre important de voxels ont été sélectionnés, recouvrant l’ensemble du cortex
cérébral. Les lignes géodésiques ont ensuite été calculées entre chaque paire de voxels.
Les résultats visuels présentés (§ 6.2.1.4) montrent que les principales voies d’asso-
ciation et commissures connues ont pu être reconstruites.

6.2.1.1 Description des données

Le tenseur de diffusion a été calculé à partir de données d’IRM de diffusion
acquises chez un homme volontaire sain, âgé de 24 ans. Six volumes « pondérés
en diffusion » ont été acquis sur un appareil GE Signa de 1,5 Tesla au Centre
Hospitalier National d’Ophtalmologie des Quinze-Vingts, à Paris1. Nous avons
choisi les paramètres d’acquisition standards de la machine, à savoir : matrice
128×128 ; pixels de 2,03 mm de côté dans le plan de coupe, épaisseur de coupe
de 3,5 mm ; b=1 000 s.mm−2 ; (TR ;TE)=(5 000 ; 91,8)ms ; 36 coupes contiguës. La
durée totale de l’acquisition était de 14 minutes.

Afin de contraindre la tractographie à la substance blanche, nous avons réalisé
une segmentation de l’image pondérée en T2 grâce au logiciel SPM22.

Enfin, nous avons estimé le tenseur de diffusion D, par la résolution de l’équation
(2.14), et nous l’avons normalisé par rapport à sa trace :

D̃ = D/trace(D). (6.11)

6.2.1.2 Sélection des régions d’intérêt

Cinq cent soixante-sept régions du cortex ont été sélectionnées manuellement,
et de manière arbitraire, par un non-anatomiste (moi-même !). Cette sélection a été
effectuée de manière à inclure tous les lobes du cortex, c’est-à-dire les lobes frontal,
pariétal, occipital, temporal et limbique. Les deux hémisphères ont été représentés
dans la sélection, de la manière la plus symétrique possible. Chacune des régions était
constituée d’un voxel unique. Le tableau 6.3 résume la répartition de ces régions dans
le cortex et la figure 6.5 indique leur position.

1Nous en profitons d’ailleurs pour remercier vivement le Docteur Thien Huong N’Guyen, du
Service de Neuroradiologie (CHNO des Quinze-Vingts, Paris) pour nous avoir permis d’acquérir
ces données.

2accessible sur le site internet : www.fil.ion.ucl.ac.uk/spm/software/spm2
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Frontal Pariétal Occipital Temporal Limbique
Hémisphère Gauche 99 64 56 34 31
Hémisphère Droit 101 62 54 36 30

Tab. 6.3 : Répartition des régions d’intérêt dans le cortex.

Fig. 6.5 : Localisation des régions d’intérêt sur le cortex.

6.2.1.3 Matrice de connectivité anatomique

Entre chaque paire parmi les N = 567 régions décrites, une ligne géodésique a
été reconstruite. Pour cela, nous avons calculé N fonctions distances (ui)

N
i=1, chacune

mesurant la distance géodésique à partir de la région Ri, par rapport à la métrique
D̃−1. Les lignes géodésiques entre les régions Ri et Rj ont été reconstruites par
double rétro-propagation à partir du point selle de la fonction u = min(ui;uj) (cf. §
5.2.2.3). Ces géodésiques sont au nombre de N(N − 1)/2 =160 461.

A chaque géodésique γ, nous avons associé un indice de connectivité P (γ) égal
au produit de deux termes d(γ) et ϕ(γ) :

P (γ) = d(γ) · ϕ(γ). (6.12)

Le terme d(γ) représente la diffusivité moyenne le long de la géodésique (cf. § 5.2.4) :

d(γ) =
1

l(γ)

∫
γ′(s)D(γ(s))γ′(s)ds, (6.13)

et s’interprète comme un terme « d’attache aux données ». Le terme ϕ(γ) est l’ani-
sotropie moyenne le long de la géodésique (cf. § 5.2.4) :

ϕ(γ) =
1

l(γ)

∫
FA(γ(s))ds, (6.14)

il s’interprète comme un terme de « confiance dans les données ». Autrement dit,
plus le tenseur de diffusion est anisotrope, plus on a confiance dans la direction
qu’il indique.

112



6.Applications 113

Fig. 6.6 : Matrice de connectivité anatomique cortico-corticale.

Les régions sont organisées par rapport à leur localisation anatomique : lobes Frontal (F),

Limbique (L), Occipital (O), Pariétal (P) et Temporal (T). Les hémisphères gauche (G) et

droit (D) sont séparés.

La figure 6.6 représente la répartition de l’indice de connectivité P pour chaque
paire de régions. Les régions y sont organisées par lobe et par hémisphère (gauche
puis droit). On constate une nette organisation en blocs correspondant à ce
découpage anatomique. Plusieurs remarques peuvent être faites concernant cette
matrice : tout d’abord, cette organisation en blocs semble indiquer que la valeur de
l’indice dépend des structures que l’on cherche à connecter, autrement dit, cet indice
ne peut être seuillé de manière globale, mais plutôt de manière locale, en fonction
des régions étudiées. Les blocs qui présentent la valeur d’indice la plus élevée sont les
blocs inter-hémishériques, notamment les indices de fibres connectant les deux lobes
occipitaux gauche et droit. Ce résultat n’est pas très surprenant, quand on sait que
ces connexions passent par le splenium du corps calleux, partie de forte anisotropie,
qui influence donc de manière forte l’indice de connectivité. Enfin, on constate aussi
que les blocs diagonaux présentent une valeur d’indice nettement plus faible que les
blocs extra-diagonaux. Cela signifie que l’indice de connectivité semble pénaliser les
fibres courtes au profit des fibres longues.

6.2.1.4 Représentation des fibres géodésiques

Afin de visualiser les courbes géodésiques de plus forts indices, c’est-à-dire celles
que l’on suppose représenter de vraies trajectoires axonales, nous avons séparé les
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fibres inter- et intra-hémisphériques. Nous avons sélectionné les 10% de faisceaux
à plus fort indice parmi ceux qui relient des lobes différents (fronto-pariétal,
occipito-temporal, etc.) pour les faisceaux intra-hémisphériques, et les 10% de
faisceaux inter-hémisphériques à plus fort indice parmi ceux qui relient les mêmes
lobes (fronto-frontal, occipito-occipital, etc.). Ces faisceaux étant les plus connus,
leurs trajectoires nous indiquent si les géodésiques reconstruites sont pertinentes au
regard de nos connaissances anatomiques chez l’humain.

La figure 6.7a montre la trajectoire des faisceaux intra-hémisphériques. On re-
trouve les principales voies d’association, notamment le faiceau arqué, l’unciné, le
faisceau fronto-occipital inférieur, le faisceau longitudinal inférieur.

a

b

Fig. 6.7 : Faisceaux inter- et intra-hémisphériques reconstruits par la méthode des
géodésiques.

Représentation des 10% de fibres à l’indice de connectivité le plus élevé entre les lobes

intra-hémisphériques (a) et inter-hémisphériques (b). L=gauche, R=droit.

La figure 6.7b montre la trajectoire des faisceaux inter-hémisphériques. Là
encore, les principales commissures calleuses sont retrouvées.

Afin de comparer les résultats de cette méthode de tractographie par géodésiques
à une méthode plus conventionnelle (de type « suivi de vecteur »), nous avons
sélectionné les quatre faisceaux ayant l’indice de connectivité le plus élevé sur
chaque ligne de la matrice, c’est-à-dire, pour chacune des N régions, les quatre
faisceaux qui en partent avec l’indice le plus élevé. D’autre part, nous avons
réalisé une tractographie par suivi de vecteur, telle qu’implémentée dans le logiciel
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a

b

Fig. 6.8 : Comparaison des résultats de reconstruction de fibres.

a. Méthode de suivi de vecteur. b. Méthode des géodésiques. G=gauche, D=droit.
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BrainVISA3. Là encore, pour chacune des N régions, nous avons démarré quatre
trajectoires, avec pour critères d’arrêt une anisotropie fractionnelle inférieure à 0,1,
et un angle entre deux directions successives de plus de 60◦ (cf. § 4.1.2).

La figure 6.8 montre les résultats des deux méthodes. On remarque que la
tractographie par suivi de vecteur reconstruit des faisceaux qui semblent incom-
plets et épars. La tractographie géodésique parvient à retrouver des trajectoires
connues, notamment les trajectoires transcalleuses qui relient des régions corticales
plus latérales, qui ne sont quasiment jamais retrouvées par la méthode du suivi de
vecteur en raison des problèmes de croisements de fibres, alors que ces faisceaux
existent.

6.2.1.5 Discussion

Méthode La méthode de tractographie par géodésiques est, comme nous l’avons
vu, capable de reconstruire des chemins entre toutes les paires de régions dans un
réseau étendu (ici constitué de 567 régions), sans a priori sur la localisation spatiale
des trajectoires au sein de la substance blanche, alors que ces a priori sont souvent
indispensables en tractographie par suivi de vecteur. La méthode reposant sur la
minimisation d’un critère global, elle est moins sensible aux perturbation locales
comme, par exemple, les croisements de fibres ou le bruit d’acquisition (Jbabdi
et al., 2004). Il convient cependant de garder à l’esprit que la résolution spatiale de
la DTI et, en particulier, le modèle simple du tenseur de diffusion, ne permettent
pas de distinguer des fibres qui se croisent de fibres qui se touchent en déviant
leurs trajectoires (cf. § 4.1.3). Ce problème est commun à toutes les méthodes de
tractographie utilisant la diffusion, et n’est pas résolu par notre approche.

D’autre part, la structure de la matrice de connectivité (figure 6.6) montre que
l’indice de connectivité anatomique ne peut être seuillé de manière globale, puisque
sa distribution dépend de la paire de lobes que l’on cherche à connecter et, donc, des
faisceaux étudiés. En particulier, les fibres commissurales présentent un indice de
connectivité en général plus élevé que les fibres d’association intra-hémisphériques.
Ce point est une limitation de la méthode, qui oblige à étudier chaque paire de lobes
de manière indépendante si l’on veut interpréter l’indice de connectivité pour décider
de l’existence ou non d’une connexion entre deux régions.

Faisceaux de fibres Les géodésiques reconstruites par la méthode, et possédant
un indice de connectivité élevé, correspondent à des trajectoires de faisceaux de fibres
bien connus. Tous ces faisceaux peuvent être retrouvés en utilisant un algorithme de
tractographie classique (du type suivi de vecteur), mais qui nécessiterait la donnée
d’un a priori sur la localisation des faisceaux, et l’utilisation d’une ou plusieurs
régions d’intérêt intermédiaires entre chaque paire de régions à connecter (Catani
et al., 2002; Mori et al., 2002, 2005). Notre méthode retrouve ces faisceaux sans
aucun a priori, simplement en connaissant les régions de départ et d’arrivée.

Cependant, les faisceaux de fibres en U, c’est-à-dire les faisceaux courts d’asso-
ciation, semblent pénalisés par notre indice. Cela peut se voir très facilement sur les

3pour Brain VISualization and Analysis, disponible sur internet : www.brainvisa.info
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blocs extra-diagonaux de la matrice de connectivité (figure 6.6). Les faisceaux longs
d’association ainsi que les commissures ont un indice de connectivité plus élevé.

La méthode reconstruit également les fibres entre des régions situées de part et
d’autre des hémisphères cérébraux (fibres inter-hémisphériques). Les algorithmes de
tractographie conventionnels ne réussissent à reconstruire, en général, que les fibres
calleuses reliant la partie dorsale des hémisphères. Les faisceaux inter-hémisphériques
comprennent des fibres homotopes, et hétérotopes (cf. § 1.2.2.2). Nous savons peu de
choses encore sur les fibres hétérotopes : il existe plus de fibres homotopes que de
fibres hétérotopes (Kahle, 2002), et les humains possèdent plus de fibres hétérotopes
que les animaux. De plus, ces fibres concernent des régions fonctionnelles spécifiques
à l’homme, notamment les régions du langage et de la cognition (Di Virgilio et
Clarke, 1997). Notre méthode est capable de reconstruire ce type de fibres, encore
faut-il vérifier leur existence réelle.

Réseaux anatomiques La méthode de tractographie par géodésiques peut s’ap-
pliquer à la construction et à l’étude de larges réseaux de régions reliées par des
connexions anatomiques. Ce type de réseaux a déjà fait l’objet de diverses études
théoriques (Tononi et al., 1998; Sporns et al., 2002, 2004). Dans ces travaux, les
auteurs ont étudié la structure et l’organisation de réseaux anatomiques chez le chat
ou le primate, ainsi que des réseaux fonctionnels chez l’homme, mais aucune étude
de ce genre n’a été menée pour l’étude des réseaux anatomiques chez l’homme, car
aucune méthode n’a été proposée jusqu’à présent pour construire de tels réseaux.
La méthode de tractographie par géodésiques, combinée à un indice de connectivité
bien choisi, seuillé ou non, permet d’avoir accès à ce type de graphes.
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6.2.2 Connexions cortico-sous-corticales

Dans cette partie, nous appliquons la méthode de tractographie par géodésiques
au calcul de certaines connexions cortico-sous-corticales. En particulier, nous nous
intéressons aux connexions qui relient le striatum au cortex cérébral. Pour cela, nous
utilisons une segmentation en zones fonctionnelles du striatum issue d’un atlas his-
tologique. Cette segmentation nous permet ensuite de séparer le cortex en différentes
parties en fonction de leurs connexions avec les zones fonctionnelles du striatum, en
utilisant la tractographie par géodésiques.

6.2.2.1 Atlas des noyaux gris centraux

L’atlas fonctionnel du striatum utilisé dans cette partie provient d’une étude
histologique (donc post-mortem) sur un cerveau humain (Karachi et al., 2002). Le
cerveau y a été entièrement découpé en sections de 70 µm d’épaisseur. Un marqueur
histologique (la Calbindine D28-K) a ensuite été utilisé pour séparer les noyaux du
striatum, c’est-à-dire le putamen et le noyau caudé, en trois territoires fonctionnels
distincts en fonction de leurs marquages respectifs à la Calbindine : une zone sensori-
motrice (peu marquée), une zone associative (moyennement marquée) et une zone
limbique (très marquée) (cf. figure 6.9).

a b

Fig. 6.9 : Recalage de l’atlas histologique sur une IRM pondérée en T1.

a. Noyau caudé. b. Putamen. Les territoires fonctionnels sont codés en rouge

(sensorimoteur), vert (associatif) et bleu (limbique).

6.2.2.2 Description des données

Onze volontaires sains, droitiers, âgés de 22 à 26 ans, ont été sollicités pour cette
étude. Les données de diffusion ont été acquises sur une IRM à 3 Teslas de Siemens4

en utilisant les paramètres suivants : matrice 128×128 ; voxels de 2 × 2 × 2 mm3 ;
b=1 000 s.mm−2 ; (TR ;TE)=(7 500 ;82)ms ; 64 coupes contiguës ; 12 directions de

4au CMRR (Center for Magnetic Resonance Research), University of Minnesota, USA. Nous en
profitons pour remercier le Professeur Kamil Ugurbil pour nous avoir permis d’utiliser ces données.
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diffusion. Une IRM pondérée en T1 conventionnelle a également été acquise pour
chaque sujet.

L’atlas histologique a été recalé dans l’espace des données de diffusion pour
chaque sujet de manière individuelle, en utilisant un algorithme de type « Block-
Matching », ou « Mise en correspondance de Blocs » (Bardinet et al., 2002)5. Ainsi,
pour chaque sujet, nous disposons de trois territoires fonctionnels pour le noyau
caudé, et trois territoires fonctionnels pour le putamen (cf. figure 6.9).

6.2.2.3 Segmentation du cortex par tractographie géodésique

Traitement individuel L’atlas histologique recalé sur l’IRM pondérée en T1 de
chaque sujet nous procure des régions d’intérêt dans le striatum. Nous avons utilisé
ces régions pour calculer des distances géodésiques, qui nous ont permis de segmenter
le cortex en territoires anatomiques distincts, en utilisant la procédure suivante.

Pour chaque sujet, et pour chacune des deux parties constituant le striatum
(putamen et noyau caudé),

– trois cartes de distances géodésiques (ui)
3
i=1 ont été calculées, chacune

représentant la distance géodésique, par rapport à la métrique D−1, entre
tout point du cerveau et les territoires (1) sensori-moteur, (2) associatif et (3)
limbique du noyau concerné ;

– une triangulation du cortex cérébral a été calculée par le logiciel BrainVISA,
puis décimée pour être constituée de 10 000 sommets. Pour chaque sommet
sj, on a calculé un indice de connectivité anatomique Pij relatif à chacune des
fonctions distance ui par la formule suivante :

Pij = exp(−ui(sj)/k), i = 1 . . . 3, j = 1 . . . 10 000, (6.15)

où k est une constante (ici égale à 100) ;

– on a calculé un seuil global t sur tous les indices P = (Pij)i,j par la formule :

t = MED(P) + 0.5 ·MAD(P), (6.16)

où MED est un estimateur robuste de la moyenne (médiane), et MAD un
estimateur robuste de l’écart-type, égal à la moyenne des écarts, en valeur
absolue, à la moyenne ;

– enfin, on a calculé une sorte de carte de « Voronöı » où, pour chaque sommet
sj, on a associé une valeur V (sj) égale au numéro du territoire avec lequel
ce sommet a une plus grande chance d’être connecté (vis-à-vis de l’indice de
connectivité) :

V (sj) =

{
0 si maxi(ui(sj)) < t
i si t ≤ maxi(ui(sj)) = ui(sj).

(6.17)

5Cet algorithme a été développé par l’équipe Epidaure et est disponible sur internet : www-
sop.inria.fr/epidaure/software/Baladin
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Ainsi, V (sj) est égal à 1 si le sommet sj a plus de chance d’être connecté au
territoire sensori-moteur, égal à 2 si sj est plus connecté au territoire associatif,
et égal à 3 s’il est davantage connecté au territoire limbique (cf. figure 6.10A).

A B

Fig. 6.10 : Illustration de la segmentation du cortex individuellement et pour le groupe.

A. Chacun des sous-noyaux en rouge/vert/bleu (a) produit une carte de connectivité (b)

avec le cortex (schématisé par une barre verticale). En prenant le maximum dans chaque

classe on obtient une segmentation du cortex (c). B. Chaque individu possède une

segmentation différente du cortex (a), le mélange représente le nombre de sujets dont les

cartes spatiales se recoupent (b).

Traitement de groupe Afin de comparer les résultats individuels et produire un
résultat de groupe, les images des 11 sujets ont été recalées dans l’espace du MNI
(Montreal Neurological Institute), qui est un espace de référence en neuroimagerie,
grâce au logiciel SPM26. Nous avons ensuite appliqué la même transformation aux
cartes de Voronöı individuelles. Un maillage du cerveau de référence nous a ensuite
permis, pour chacun des deux noyaux du striatum, et pour chaque territoire fonc-
tionnel, de compter le nombre de sujets dont les cartes de Voronöı produisent le
même résultat en chaque point du maillage cortical. Le résultat est donc une carte
de valeurs comprise entre 0% – parties non connectées au territoire étudié, pour tous
les sujets – et 100% – parties connectées au territoire étudié, pour tous les sujets –
(cf. figure 6.10 B).

6.2.2.4 Résultats.

Les résultats individuels (figure 6.11) montrent une bonne reproductibilité entre
les sujets, avec une faible variabilité inter-individuelle. Ces résultats, ainsi que
les résultats du groupe (figure 6.12) montrent une bonne adéquation avec les

6la procédure de recalage comprend une transformation affine à 12 paramètres maximisant une
loi a posteriori, suivie d’une transformation non linéaire.
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122 6.2. Applications à des données réelles

Fig. 6.12 : Résultats de groupe de la segmentation du cortex par tractographie géodésique.

La figure montre le pourcentage de sujets ayant une représentation d’un territoire fonctionnel

en chaque zone du cortex pour le noyau caudé (a) et le putamen (b). Les territoires

fonctionnels sont codés en rouge (sensori-moteur), vert (associatif) et bleu (limbique).

connexions attendues des territoires sensori-moteur, associatif et limbique. Les terri-
toires sensori-moteurs du noyau caudé et du putamen sont tous deux davantage
connectés que les autres territoires au cortex sensori-moteur, ainsi qu’aux aires
prémotrices (partie antérieure au sillon central). Les connexions associatives sont
prédominantes pour le noyau caudé par rapport au putamen. Le cortex orbito-
frontal, le pôle temporal et les aires temporales médiales sont connectés aux com-
partiments limbiques.

6.2.2.5 Discussion

Pertinence des résultats La tractographie a déjà fait ses preuves pour la mise
en évidence des connexions entre le cortex et les noyaux gris centraux. Behrens et al.
(2003a), Johansen-Berg et al. (2005) ont démontré, en utilisant la tractographie pro-
babiliste, que les différents noyaux du thalamus exhibaient des profils de connectivité
différenciés vis-à-vis du cortex (cf. § 4.3.2). Pour ce qui est du striatum, Lehéricy
et al. (2004) ont observé une différenciation entre deux sous-noyaux en étudiant
leurs connexions avec l’aire motrice supplémentaire. Dans le présent travail, nous
apportons deux nouveautés. D’une part, l’utilisation d’un atlas histologique nous
permet d’avoir accès à l’organisation fonctionnelle des noyaux gris, pour la mettre
en relation avec l’information anatomique de connectivité avec le cortex. D’autre
part, grâce à l’algorithme de tractographie par géodésiques que nous proposons,
nous sommes capables de retracer les connexions du striatum avec l’ensemble du
cortex et, ainsi, de subdiviser le cortex en un ensemble de parties qui reflètent,
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par leurs connexions sous-corticales, la structure fonctionnelle de l’atlas histologique.

Les résultats semblent concorder avec ceux de la littérature des connexions
cortico-striatales chez le singe. Il a été montré que le striatum se subdivisait en
trois territoires possédant des rôles fonctionnels bien distincts (Haber et al., 1990;
Parent, 1990) :

– le territoire sensori-moteur, localisé principalement dans la partie postérieure
du striatum, reçoit des projections des cortex moteur et pré-moteur (Flaherty
et Graybiel, 1993, 1994). Son rôle fonctionnel est principalement de traiter des
informations motrices ;

– le territoire associatif, localisé essentiellement dans le noyau caudé et dans la
partie antérieure du putamen, reçoit des projections des aires corticales asso-
ciatives (Yeterian et Pandya, 1991, 1993). Son rôle fonctionnel est de traiter
des informations cognitives ;

– le territoire limbique, situé dans la partie ventrale du striatum, reçoit notam-
ment des projections des cortex limbique et paralimbique (Haber et al., 1990,
1995). Son rôle fonctionnel concerne les émotions et la motivation.

Ces informations, provenant de données sur le singe, et acquises grâce à des
techniques de suivi de trajectoires axonales par des traceurs (donc des techniques
très invasives, entrâınant en général le sacrifice de l’animal), sont concordantes avec
les résultats que l’on trouve chez l’humain, en utilisant un moyen entièrement non
invasif.

Il existe bien entendu des discordances entre les cartes spatiales issues de notre
méthode de segmentation du cortex par tractographie (figure 6.12) et les attentes
des anatomistes. En particulier, on s’attendrait à ce qu’une plus grande portion
du cortex sensoriel (partie postérieure du sillon central) soit connectée au territoire
sensori-moteur du putamen. Ces discordances peuvent être dues à plusieurs facteurs :
(1) la variabilité inter-individuelle de la répartition fonctionnelle des territoires stria-
taux (nous rappelons que l’atlas histologique provient du cerveau d’un seul sujet) ;
(2) d’éventuelles erreurs de recalage entre l’atlas et les données individuelles ; (3) les
différences entre le cerveau de l’homme et le cerveau du singe ; (4) la nature indi-
recte de l’information donnée par l’IRMd ; (5) la méthode de tractographie ou de
quantification utilisée.

Retombées cliniques attendues Les pathologies qui affectent les noyaux gris
centraux sont caractérisées, de manière symptomatique, par l’occurrence de mouve-
ments involontaires (comme la maladie de Parkinson, la dystonie, etc.) ainsi que par
divers troubles cognitifs. Les effets variés de ces maladies reflètent bien la complexité
des interactions qui peuvent exister entre les noyaux gris centraux et les autres par-
ties du cerveau. Une meilleure compréhension de ces interactions et, en particulier,
des connexions anatomiques qui les sous-tendent, dans un cas pathologique comme
dans un cas normal, ne peut qu’être bénéfique. Par exemple, grâce à une méthode
qui donnerait une idée précise des régions corticales connectées à telle ou telle partie
du striatum, on pourrait, en présence d’une lésion (par exemple un gliome), identifier
les aires corticales qui souffriraient de cette lésion, et remonter à la fonction mise en
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jeu. Bien entendu, la réalité est beaucoup plus complexe, une aire cérébrale n’est pas
forcément reliée à une fonction précise, puisque nous avons fini par admettre que le
cerveau fonctionnait en réseau, sans parler de la plasticité cérébrale, exacerbée en
présence d’une lésion. Les perspectives de ce travail n’en sont pas moins des plus
intéressantes. Enfin, nous pouvons évoquer une application qui concerne les sujets
sains réalisant un apprentissage moteur. Il a été démontré (Lehéricy et al., 2005a,b)
que les parties du striatum intervenaient à différents instants au cours du processus
d’apprentissage. La donnée des informations de connectivité avec le cortex pourrait
apporter un éclairage supplémentaire sur ces mécanismes d’apprentissage moteur,
encore assez peu compris.

Perspectives L’étude très préliminaire, des connexions cortico-sous-corticale
présentée dans cette section, ouvre plusieurs voies. Tout d’abord, nous disposons d’un
atlas histologique complet de l’ensemble des noyaux gris centraux (striatum, globus
pallidus, thalamus) ainsi que des structures sous-thalamiques. Une première voie se-
rait d’appliquer la même méthode au thalamus et aux structures sous-thalamiques
pour avoir une cartographie complète des connexions cortico-sous-corticales, ce qui
serait une première.

Par ailleurs, il serait particulièrement utile de disposer d’un atlas du cortex
cérébral, basé sur les connexions du cortex avec les noyaux gris centraux chez le
sujet sain (en moyennant un grand nombre de sujets). Un tel atlas permettrait, par
exemple, étant donnée une aire cérébrale identifiée (soit par une analyse d’IRMf, ou
par la présence d’une lésion, etc.), de déterminer les régions sous-corticales qui y sont
le plus probablement connectées. Ainsi, on aurait une idée d’une part des voies de
fibres blanches impliquées (soit par la fonction étudiée, ou par la lésion corticale) et,
d’autre part, de la (ou des) localisation(s) au niveau des noyaux gris qui y seraient
impliquée(s). Autrement dit, réaliser le chemin inverse de la procédure que l’on a
appliquée : partir du cortex vers les noyaux gris centraux.

Enfin, cette méthode pourrait permettre de reconstruire les boucles cortico-
striato-thalamo-corticales (Parent et Hazrati, 1995) qui interviennent dans diverses
fonctions cérébrales, constituant des circuits à la fois moteurs et cognitifs importants
(Middleton et Strick, 2000).
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Troisième partie

Modélisation de la croissance des
tumeurs
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Chapitre 7

Modèles de croissance tumorale –
État de l’art

Comme nous l’avons souligné au chapitre 3, les gliomes sont des tu-
meurs extrêmement invasives qui infiltrent les tissus environnants. Des progrès
considérables ont été réalisés durant les vingt dernières années, notamment grâce
à l’imagerie cérébrale, dans la détectabilité des tumeurs du cerveau. Malgré ces
progrès, qui permettent des traitements de plus en plus précoces, les bénéfices pour
le patient ne sont pas encore très satisfaisants. Par exemple, même après une in-
tervention chirurgicale où une résection totale de la tumeur visible à l’imagerie a
été réalisée, une récidive apparâıt aux contours de la zone de résection, ce qui peut
engager le pronostic vital pour le patient. En effet, ce que l’on voit au travers des
différentes modalité d’imagerie, que ce soit le scanner ou l’IRM avec ou sans injection
de produits de contraste, ne représente que la partie émergée de l’iceberg. Beaucoup
de cellules tumorales peuvent infiltrer jusqu’à la totalité du SNC sans être visibles
à l’imagerie, en raison de leur faible concentration. Ce phénomène est analogue à
la lutte contre un incendie de forêt en s’attaquant à son cœur. L’action du feu est
principalement importante à la périphérie.

C’est dans ce contexte que la simulation trouve toute son utilité. Un modèle
réaliste de la prolifération et de l’invasion du gliome dans les tissus cérébraux aurait
plusieurs avantages : (1) il permettrait de voir ce qui n’est pas vu à l’imagerie, (2) de
prédire le comportement futur de la tumeur et les zones infiltrées, (3) si le modèle
permet de prendre en compte les différents soins (chimiothérapie, radiothérapie,
résection), de modéliser la réponse à ce genre de thérapie. Le potentiel d’applications
est évidemment énorme, notamment dans le domaine du bilan préopératoire ou, plus
généralement, de la planification de la stratégie thérapeutique.

Quelques modèles de l’invasion tumorale dans le SNC ont été présentés dans
la littérature (cf. § 7.1). Nous faisont un rapide état de l’art de certains d’entre
eux. Pour un aperçu aussi vaste que passionnant des modèles biomathématiques, en
particulier des différents modèles d’invasion tumorale, nous conseillons au lecteur
l’excellent ouvrage de Murray (2003).
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7.1 Modèles de prolifération-diffusion

Le modèle théorique le plus simple qui existe simule l’évolution temporelle du
nombre total de cellules tumorales, avec une croissance qui peut suivre différents
schémas (Marusic et al., 1994), soit exponentiel, gompertzien ou logistique (cf.
§ 7.1.1.1). Ces modèles ne tiennent pas compte de l’arrangement spatial des cellules
à certains endroits ou de leur diffusion spatiale dans les tissus. Or, cet aspect spatial
est crucial : la localisation spatiale de la tumeur est souvent déterminante pour son
impact neuro-fonctionnel. En outre, il est souvent nécessaire de connâıtre l’étendue
d’une tumeur avant de planifier une stratégie thérapeutique, par exemple pour esti-
mer les bénéfices potentiels d’un acte chirurgical. Quelques modèles de la littérature
ont tenté de simuler le comportement spatio-temporel des tumeurs cérébrales,
en tenant compte de deux caractéristiques fondamentales : la prolifération et la
diffusion (Tracqui et al., 1995; Woodward et al., 1996; Burgess et al., 1997; Swanson
et al., 2000, 2002b, 2003a,b).

Avant de présenter ces modèles, nous introduisons une définition qui leur est
commune : dans toute la suite, on notera c(x, t) la concentration tumorale au point
x et au temps t. c est une fonction d’un ouvert Ω de IR3 dans IR+.

7.1.1 Modèle homogène

7.1.1.1 Equation de prolifération-diffusion

Comme nous l’avons dit précédemment, tous les modèles spatio-temporels de
l’invasion tumorale séparent le comportement des tumeurs en deux composantes
distinctes.

Tout d’abord, la croissance tumorale due à la division cellulaire, c’est-à-dire
l’augmentation du nombre de cellules, est modélisée par une équation différentielle
temporelle – dite de prolifération :

∂c

∂t
= f(c), (7.1)

où f est une fonction déterminant le profil d’évolution temporelle de la concentration
en cellules tumorales.

Les exemples les plus courants de la fonction f sont (cf. figure 7.1) :

f(c) = ρc (Schéma exponentiel) (7.2a)

f(c) = ρc cm−c
cm

(Schéma logistique) (7.2b)

f(c) = ρc ln
(
cm
c

)
(Schéma gompertzien), (7.2c)

où ρ est un facteur empirique et cm représente la concentration maximale pour
les schémas logistique et gompertizien. Pour le schéma exponentiel, ce facteur a
une interprétation physique simple : il représente l’augmentation relative de la
concentration cellulaire par unité de temps. Pour tous les schémas de prolifération,
plus le facteur ρ est élevé, plus les cellules prolifèrent vite. Ajoutons cependant que
le schéma exponentiel présente le défaut de produire une solution c non bornée.
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Fig. 7.1 : Différents schémas de prolifération.

Schéma exponentiel (traits pleins), schéma de Gompertz (traits hachés) et schéma logistique

en traits alternés. Les paramètres de simulation sont : c0 = 200 mm−3 ; ρ = 0,0012 jour−1 ;

cm = 105 mm−3.

Évidemment, dans la réalité, la densité de cellules tumorales ne peut être infinie,
l’espace étant fini et la taille cellulaire étant non nulle ! Les schémas logistique et
gompertzien rajoutent cette contrainte. La solution c est alors bornée (c < cm), et
atteint cette borne de manière assez lisse (cf figure 7.1).

Le modèle d’invasion spatiale explique la diffusion cellulaire par un processus
de . . .diffusion ! On procède de manière classique, en suivant la loi de Fick, c’est-à-
dire en affirmant que le flux de cellules tumorales j est proportionnel au gradient de
concentration cellulaire :

j = −D∇c, (7.3)

où D est le coefficient de diffusion cellulaire. Ensuite, par un principe de conserva-
tion de la matière, la variation de la concentration cellulaire due à la diffusion suit
l’équation aux dérivées partielles suivante :

∂c

∂t
= D∇2c. (7.4)

En combinant les équations (7.1) et (7.4), on obtient le modèle de prolifération-
diffusion :

∂c

∂t
= D∇2c+ f(c). (7.5)

Ce modèle est dit homogène car les paramètres qui le composent, notamment les
coefficients de diffusion D et de prolifération ρ, sont constants et ne dépendent ni de
la position dans l’espace ni du temps. Ajoutons que, pour que le modèle soit complet,
il convient d’adjoindre des conditions aux limites à l’équation (7.5). L’usage est de
considérer qu’au temps t = 0, le profil de concentration tumorale est une fonction
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de l’espace c0(x). On peut aussi ajouter des conditions aux bords ∂Ω de l’ouvert
Ω : n · ∇c = 0, où n est la normale aux bords. Cette condition signifie qu’il n’y
a pas de fuites par les bords de l’ouvert Ω, c’est-à-dire, en pratique, que toutes les
cellules tumorales sont confinées dans le cerveau dont elles ne peuvent s’échapper.
L’équation (7.5) devient une équation aux dérivées partielles avec conditions aux
limites : 

∂c
∂t

= D∇2c+ f(c)
c(x, 0) = c0(x) ∀x ∈ Ω

n(x) · ∇c(x) = 0 ∀x ∈ ∂Ω.
(7.6)

Ce problème fait partie de la famille des problèmes dits paraboliques, de type
équation de la chaleur. Il s’apparente à l’évolution de la température dans l’espace
et dans le temps dans un milieu soumis à une source de chaleur f . Ici, la source
de chaleur dépend de la température du milieu (f = f(c)). On parle également
d’équation de réaction-diffusion, car le milieu (source de chaleur) réagit à la diffusion
de la chaleur par une modification de sa température.

7.1.1.2 Estimation expérimentale des paramètres du modèle

Burgess et al. (1997) ont été les premiers à donner une estimation des paramètres
du modèle de prolifération-diffusion en utilisant des données expérimentales.
Considérant un schéma de prolifération de type exponentiel, les auteurs commencent
par écrire la solution analytique du problème pour un point source dans un domaine
Ω infini :

c(x, t) =
N0e

ρte−‖x−x0‖2/4Dt

(4πDt)3/2
, (7.7)

où x0 est le point source et N0 le nombre initial de cellules tumorales, c’est-à-dire
que N0 =

∫
Ω
c(x,0)dx.

L’équation (7.7) permet alors de déterminer le temps ti à partir duquel, en
supposant une densité critique cm = 8,0 106 cellules.cm−3, la tumeur atteint un
rayon ri de 1,5 cm (équivalent au temps de diagnostic). On détermine également
le temps tu où elle atteint un rayon ru de 3 cm (cliniquement, correspondant
généralement au décès du patient). Les valeurs de ces deux rayons ont été tirées
d’observations sur des patients vivants ou décédés.

L’estimation des paramètres s’effectue en plusieurs étapes. Tout d’abord, on uti-
lise une approximation (dite de Fisher) pour la variation du rayon tumoral r (rayon
de la partie dépassant le seuil critique en concentration cm) :

r(t) ∼
√

4Dρ · t. (7.8)

Cette équation est obtenue à partir de l’équation (7.7) et pour un temps t suffisam-
ment grand. La vitesse de propagation v du front tumoral (ou la vitesse de croissance
de la tumeur observable) est donc reliée au coefficient de diffusion par la relation :

v ∼
√

4Dρ. (7.9)

130
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ρ D ti tu Survie tu − ti
(jour−1) (mm2.jour−1) (années) (années) (années)

GHG 0,0120 0,00130 1,35 1,84 0,49
GGI1 0,0120 0,00013 1,88 3,64 1,76
GGI2 0,0012 0,00130 21,04 21,50 0,46
GBG 0,0012 0,00013 13,51 18,43 4,92

Tab. 7.1 : Paramètres caractéristiques des GBG, GHG et gliomes de grades intermédiaires
(GGI) 1 et 2..

(source : Burgess et al. (1997))

A partir de l’observation de cette vitesse de croissance tumorale sur des données de
patients (en utilisant les temps ti et tu), Burgess et al. ont pu estimer le produit
Dρ. Afin d’estimer ces deux paramètres de manière indépendante, il a fallu faire
une hypothèse supplémentaire. S’appuyant sur les résultats de Cook et al. (1995),
Burgess et al. ont suggéré de prendre ρ = 0,012 jour−1, ce qui correspond à un temps
de dédoublement du nombre total de cellules de ln 2/0,012 = 60 jours. Le facteur D
a ensuite été déduit en utilisant les mesures de vitesse de croissance tumorale chez
des patients, ainsi que la relation (7.9).

Le tableau 7.1 résume les résultats trouvés. Les paramètres D et ρ ayant été
calculés sur des GHG, les valeurs de ces paramètres pour des grades inférieurs ont
été pris avec un rapport de 10 en diffusion et/ou prolifération, et décroissent avec
le grade (en passant par un grade que Burgess et al. (1997) dit intermédiaire). Ce
rapport de 10 a été confirmé par les études de Mandonnet et al. (2003) et de Swanson
et al. (2003b) sur les gliomes de bas grade.
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132 7.1. Modèles de prolifération-diffusion

7.1.2 Modèle hétérogène

On peut prendre en compte l’hétérogénéité spatiale dans le modèle de pro-
lifération-diffusion en considérant le coefficient de diffusion cellulaire D comme une
fonction de la position spatiale x. L’équation (7.5) devient alors :

∂c

∂t
= ∇ · (D(x)∇c) + f(c), (7.10)

avec les mêmes conditions aux limites que dans le modèle homogène (équation
(7.6)). (Swanson, 1999) a proposé de considérer le coefficient D comme une fonction
constante « par morceaux », prenant des valeurs différentes selon que l’on soit dans
la substance grise ou dans la substance blanche :

D(x) =

{
Db pour x dans la substance blanche
Dg pour x dans la substance grise.

(7.11)

Des données provenant de séquences de scanner ont permis d’estimer un rapport
Db/Dg ' 5 pour des gliomes de haut grade (Swanson, 1999).

7.1.3 Modélisation de scénarios de traitements

Pour compléter les modèles d’invasion tumorale exposés ci-dessus, certains au-
teurs ont proposé d’y adjoindre un compartiment pour modéliser le comportement
de la densité de cellules tumorales à la suite d’un traitement. Outre la résection (qui
peut être simulée simplement en appliquant un masque binaire sur le cerveau), où
l’on peut s’attendre à voir une réapparition de la tumeur en périphérie de la cavité
chirurgicale, des modèles de la réponse aux traitements par chimiothérapie ont été
proposés dans la littérature (Tracqui et al., 1995; Swanson et al., 2002a). Le modèle
le plus simple du compartiment traitements vient ajouter un terme à l’équation
(7.5) :

∂c

∂t
= ∇ · (D∇c) + ρc− g(t)c, (7.12)

où g(t) est une fonction périodique. g(t) = k > 0 est constante lorsque le traitement
par chimiothérapie est effectif, et g(t) = 0 lorsqu’on arrête la chimiothérapie. Le
paramètre k représente l’efficacité du traitement. Lorsque k > ρ, le nombre de
cellules tumorales diminue, ainsi que le diamètre apparent de la tumeur (on verra
au chapitre 8.4) que le comportement de ce diamètre peut être plus subtil), ce qui
signifie que le traitement est efficace.

Souvent, les cellules tumorales ne répondent pas de la même façon aux trai-
tements. Tracqui et al. (1995) ont proposé un modèle de mélange de deux sous-
populations de cellules cancéreuses (de concentrations c1 et c2), ayant non seule-
ment des réponses différentes au traitement, mais aussi des taux de prolifération
différents : 

c(x, t) = c1(x, t) + c2(x, t)
∂c1
∂t

= ∇ · (D∇c1) + ρ1c1 − g1(t)c1
∂c2
∂t

= ∇ · (D∇c2) + ρ2c2 − g2(t)c2,
(7.13)
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où les ρi et gi sont respectivement les taux de prolifération et l’efficacité de traite-
ments des deux populations de cellules. Les deux équations aux dérivées partielles
composant ce système sont indépendantes. Woodward et al. (1996) ont d’ailleurs
proposé d’ajouter une subtilité à ce modèle, en considérant la possibilité de muta-
tion des cellules tumorales d’une famille à l’autre, ce qui rend cette fois-ci les deux
EDP couplées : {

∂c1
∂t

= ∇ · (D∇c1) + ρ1c1 −M1c1 − g1(t)c1
∂c2
∂t

= ∇ · (D∇c2) + ρ2c2 +M1c1 − g2(t)c2,
(7.14)

où M1 est le coefficient de mutation du type 1 vers le type 2.

7.2 Modèles des automates cellulaires

Hormis les équations de réaction-diffusion, il existe d’autres moyens de modéliser
la croissance d’une tumeur. Le modèle le plus répandu est celui de l’automate cel-
lulaire (Düchting et Vogelsaenger, 1985; Qi et al., 1993; Smolle et Stettner, 1993;
Smolle, 1998; Kansal et al., 2000). Il s’agit d’un modèle discret, c’est-à-dire d’un
système composé d’entités physiques dénombrables. Le modèle de l’automate cel-
lulaire se place à une échelle microscopique (échelle de la cellule), et décrit les in-
teractions de chaque cellule avec son environnement immédiat. Ces comportements
microscopiques ont bien entendu une répercussion sur la dynamique macroscopique
de la tumeur dans son ensemble.

Un exemple d’automate cellulaire modélisant une dynamique spatio-temporelle
de la tumeur est décrit dans (Kansal et al., 2000). Ce modèle est composé de
trois compartiments cellulaires : un compartiment nécrosé où les cellules tumorales
sont mortes, un compartiment non-proliférant, où les cellules ne se divisent pas,
et un compartiment proliférant, où les cellules se divisent (cf. figure 7.2). Chaque
compartiment possède une taille variable. Dans ce modèle, les cellules se déplacent
selon un mécanisme qui leur permet de remplir l’espace (discrétisé en petits
compartiments polyédriques) non occupé par d’autres cellules, ou de les repousser.
Les mécanismes de division ou de migration peuvent être régis par des lois de
probabilités.

Fig. 7.2 : Différents compartiment du modèle de l’automate cellulaire.
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Bien évidemment, le modèle de réaction-diffusion décrit par l’EDP (7.5) ne suit
pas la même philosophie. Ce modèle décrit une dynamique macroscopique, dont
les caractéristiques sont basées sur les lois de conservation de la matière, et ne
font pas intervenir de mécanismes cellulaires spécifiques. Il n’en demeure pas moins
que le modèle de réaction-diffusion peut être récrit sous la forme d’un automate
cellulaire, en considérant une formulation stochastique de l’équation de diffusion sous
la forme d’une marche aléatoire. La probabilité de déplacement d’une cellule d’un
point à un autre sera régie par une loi de probabilité faisant intervenir le cœfficient
de diffusion. La prolifération sera représentée par une probabilité de division qui
dépend du cœfficient de prolifération. La dynamique de la densité cellulaire sera
identique dans les deux cas, à condition de choisir les bonnes densités de probabilité
de déplacement et de prolifération. Le principal avantage de l’automate cellulaire
est sa flexibilité. Son principal désavantage est le temps de calcul.
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Chapitre 8

Modèle de prolifération-diffusion
anisotrope

Le différentiel de diffusivité tumorale entre la substance blanche et la substance
grise ne suffit pas à expliquer la forme de certaines tumeurs (Jbabdi et al., 2005). Au
sein de la substance blanche, l’organisation fibreuse représente une barrière physique,
qui facilite pour les cellules tumorales le déplacement parallèle aux fibres, et pénalise
le déplacement perpendiculaire. Plus encore, les cellules tumorales ont une affinité
avec les fibres myélinisées et leur comportement, que l’on modélise par de la diffu-
sion, peut prendre des formes complexes. Les cellules migrent préférentiellement le
long des fibres, parfois en s’enroulant autour des axones (Pedersen et al., 1995; Giese
et Westphal, 1996; Giese et al., 1996; Belien et al., 1999; Yoshida et al., 2002; Giese
et al., 2003). Les modèles de prolifération-diffusion proposés dans la littérature sont
tous isotropes, et n’intègrent pas cette directionnalité dans le processus de migra-
tion cellulaire. Nous proposons un modèle, qui est une extension du modèle de pro-
lifération-diffusion hétérogène, tenant compte de l’anisotropie des tissus cérébraux.
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136 8.1. Equation de prolifération-diffusion anisotrope

8.1 Equation de prolifération-diffusion anisotrope

Pour généraliser l’équation (7.5) au cas anisotrope, un moyen simple est de
considérer une diffusion gaussienne. L’équation devient alors :

∂c

∂t
= ∇ · (D∇c) + f(c), (8.1)

où D est le tenseur de diffusion cellulaire. Cette matrice symétrique positive ap-
proxime la diffusion des cellules tumorales par un modèle elliptique, comme nous
l’avons vu précédemment concernant la diffusion des molécules d’eau en DTI. Le
tenseur D peut par ailleurs dépendre de la position spatiale x, on obtient alors un
modèle anisotrope et hétérogène, auquel on peut adjoindre des conditions aux limites
similaires à celles décrites dans l’équation (7.6) :

∂c
∂t

= ∇ · (D(x)∇c) + f(c)
c(x, 0) = c0(x) ∀x ∈ Ω

n(x) ·D∇c(x) = 0 ∀x ∈ ∂Ω.
(8.2)

Ce modèle tient compte de la directionnalité, puisque la diffusion s’y fera
préférentiellement dans la direction principale du tenseur de diffusion cellulaire D.

8.2 Tenseur de diffusion cellulaire

Nous disposons de très peu d’informations sur le tenseur de diffusion cellulaire.
Tout ce que l’on sait, c’est que le milieu de propagation des cellules tumorales,
c’est-à-dire le cerveau, est identique au milieu de diffusion de l’eau lorsque l’on fait
de la DTI. Nous avons donc eu l’idée de nous inspirer du tenseur de diffusion de
l’eau tel que donné par la DTI (nous le noterons Deau dans tout ce chapitre).

Les cellules tumorales ont bien entendu des propriétés de diffusion différentes des
molécules d’eau. Du fait de leur différence de taille, les cellules diffusent beaucoup
plus lentement que les molécules d’eau (bien heureusement !). En revanche, on peut
supposer en première approximation que leurs profils de diffusion sont identiques, à
un facteur d’échelle près :

D = D
Deau

tr(Deau)
, (8.3)

où D est la diffusion cellulaire moyenne, égal à Db dans la substance blanche et à
Dg dans la substance grise.

Les interactions gliome/glie sont complexes. Les cellules tumorales ne diffusent
pas de la même manière que l’eau mais interagissent de manière active avec les
faisceaux axonaux. Le profil de diffusion cellulaire peut s’en trouver très différent de
celui de l’eau et, en particulier, l’anisotropie de la diffusion cellulaire est différente.
Nous proposons de tenir compte de ce phénomène en agissant sur l’anisotropie du
tenseur, sans modifier son orientation. La manière la plus simple de procéder est
d’augmenter artificiellement, grâce à un facteur r, la plus grande valeur propre du
tenseur, en gardant les autres valeurs propres constantes :

D̃ = r · λ1e1e
T
1 + λ2e2e

T
2 + λ3e3e

T
3 , (8.4)
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8.Modèle de prolifération-diffusion anisotrope 137

où (λi, ei) sont les valeurs et vecteurs propres de D. Le tenseur résultant D̃ a la
même orientation que D, mais est plus étiré.

Cette méthode présente néanmoins un inconvénient : lorsque le tenseur de diffu-
sion n’est pas très anisotrope (par exemple en présence d’un croisement de fibres), il
n’y a aucune raison a priori de privilégier la direction de propagation e1. Une manière
de résoudre ce problème est de faire varier les valeurs propres du tenseur en fonction
de son anisotropie. Pour cela, reprenons les coefficients de linéarité cl, de planicité
cp et de sphéricité cs exposés au § 2.3.2.2. Lorsque cl est proche de 1, le tenseur a
une allure linéaire, dans ce cas λ1 � (λ2, λ3) et la direction e1 est privilégiée. Quand
cp est proche de 1, le tenseur est planaire, c’est-à-dire que λ1 ' λ2 � λ3 et, dans
ce cas, les directions e1 et e2 sont privilégiées. Enfin, si cs est proche de 1, aucune
direction n’est privilégiée. En utilisant ces facteurs, nous proposons de modifier les
valeurs propres de D de la manière suivante :

D̃ =
3∑
i=1

ai(r)λieie
T
i , (8.5)

où les fonctions ai sont définies par la relation matricielle : a1

a2

a3

 =

 r r 1
1 r 1
1 1 1

 cl
cp
cs

 . (8.6)

Ainsi, et comme cl + cp + cs = 1, les fonctions ai ont exactement le comportement
escompté :

– lorsque cl = 1, a1 = r, et a2 = a3 = 1 : la direction e1 est privilégiée.
– lorsque cp = 1, a1 = a2 = r et a3 = 1 : les directions e1 et e2 sont privilégiées.
– lorsque cs = 1, a1 = a2 = a3 = 1 : aucune direction n’est privilégiée.

Le tenseur de diffusion cellulaire Dcell est ensuite obtenu en renormalisant D̃ pour
conserver la même valeur de la diffusion moyenne initiale :

Dcell = D̃ ·
∑3

i=1 λi∑3
i=1 aiλi

. (8.7)

8.3 Schéma de résolution numérique

Il existe différentes méthodes pour résoudre l’équation (8.2) de manière
numérique. Nous exposons en annexe C deux schémas de résolution : le premier
consiste à discrétiser l’équation (8.2) en approchant les opérateurs de dérivation
temporelle et spatiale (schéma aux différences finies). Le second consiste à écrire la
même équation sous une forme intégrale, et à discrétiser l’espace par des éléments
structuraux pour approcher la solution (schéma aux éléments finis). Ces schémas
ont chacun leurs avantages et inconvénients. Le schéma aux différences finis se ca-
ractérise par la simplicité de sa mise en œuvre pratique, tandis que le schéma aux
éléments finis nécessite un maillage de l’espace, ici tri-dimensionnel, qui n’est pas
évident à obtenir. En revanche, le schéma aux éléments finis a l’avantage de prendre
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en compte de manière très naturelle les conditions aux limites. Pour un aperçu plus
global, mais ne manquant pas pour autant de rigueur, sur l’analyse numérique des
équations aux dérivées partielles, nous invitons le lecteur à consulter l’ouvrage de
référence de Raviart et Thomas (1983).

Nous avons privilégié le schéma aux différences finies pour résoudre l’équation
(8.2). Celle-ci peut être discrétisée sur une grille régulière de la manière suivante :

Ck+1 − Ck

∆T
= (1− θ)ACk + θACk+1, (8.8)

où Ck est un vecteur représentant la concentration en cellules tumorales dans tout
le volume au temps t = k∆T , A est un opérateur de discrétisation, ∆T le pas
de discrétisation en temps et θ un paramètre compris entre 0 et 1. Le vecteur C0

étant donné par les conditions initiales, on résout cette équation pour tout k > 0 en
utilisant une méthode de gradient précontraint (Ciarlet, 1998).

8.4 Perspectives : résolution du problème inverse

Le titre de cette section commence par le mot « perspectives ». En effet, bien que
nous ayons avancé dans notre réflexion sur la méthode de résolution, ce travail est
encore en cours, et s’inscrit naturellement dans les perspectives.

8.4.1 Motivations

Les modèles de la croissance tumorale que nous avons exposés précédemment
ont tous un point commun : ils font intervenir un certain nombre de paramètres
qui ont non seulement une interprétation physique bien précise, mais qui, de plus,
influencent grandement le comportement de la tumeur simulée.

La localisation initiale de la tumeur (donnée par la fonction c0(x)) a bien
évidemment un rôle essentiel dans la suite de son évolution. Les paramètres de
diffusion D et de prolifération ρ influent sur les profils spatial et temporel de la
tumeur. Estimer ces trois paramètres à partir d’images d’IRM, en utilisant un
modèle de la croissance tumorale, est un problème motivant à bien des égards.

La localisation initiale de la tumeur est importante d’un point de vue oncologique.
Comme nous l’avons déjà évoqué, certaines études ont montré que la localisation
d’une tumeur est corrélée avec d’autres caractéristiques, par exemple sa signature
génétique (Zlatescu et al., 2001; Mueller et al., 2002). Ces caractéristiques peuvent
influencer le comportement de la tumeur (notamment ses propriétés de diffusion et
de prolifération). La détermination du point de départ apporterait donc une petite
brique supplémentaire pour comprendre les facteurs complexes qui interviennent
dans la genèse d’une tumeur cérébrale.

Les paramètres D et ρ déterminent le comportement de la tumeur dans l’espace
et dans le temps. En particulier, nous l’avons montré (cf. équation 7.8) que dans le
modèle de prolifération/diffusion, le produit Dρ détermine l’évolution du diamètre
de la tumeur visible à l’IRM. Nous avons aussi illustré l’influence de ces facteurs, pris
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indépendamment, sur le profil de concentration de la tumeur. Lorsque D est grand,
le profil de concentration est aplati, et lorsque ρ est grand, le profil de concentration
tumoral est piqué (cf. figure 8.1). Ce profil de concentration n’est pas visible à l’ima-
gerie, où l’on ne voit que la partie émergée de l’iceberg, il est pourtant déterminant
lorsqu’un traitement est envisagé sur la tumeur. Une chirurgie, par exemple, serait
plus efficace sur une tumeur à profil de concentration piqué. La tumeur étant moins
diffuse, il y a moins de risque de réapparition aux contours de la zone d’exérèse.

−50 0 50
0

100

200

300

400

500

Distance au point initial

D
en

si
te

 c
el

lu
la

ire

Fig. 8.1 : Influence du facteur D/ρ sur le profil tumoral.

Un autre exemple de l’importance de ce profil de concentration (et donc du
rapport D/ρ) est illustré par la figure 8.2. Cette figure montre l’évolution du volume
tumoral pour deux simulations où le produit Dρ est constant. Le traitement y est
modélisé par une prolifération nulle (c’est à dire une réponse au traitement g égale au
coefficient de prolifération ρ selon le modèle (7.12)). Avant le début du traitement,
les deux tumeurs ont une évolution linéaire du diamètre tumoral, avec des pentes
égales (à peu près 4 mm par an). L’application du traitement induit des réponses
complètement différentes selon le type de tumeur. La première, pour laquelle D/ρ =
1 (figure 8.2a) donne une réponse radiologique médiocre, puisque le volume tumoral
continue à augmenter. La deuxième tumeur, pour laquelle D/ρ = 4 (figure 8.2b)
répond beaucoup mieux au traitement et voit son volume diminuer directement après
le début du traitement. Notre interprétation de ces deux courbes est la suivante :
lorsque la prolifération est élevée, le profil de concentration tumorale est piqué. Ainsi,
l’arrêt de la prolifération tumorale provoque un processus de diffusion seul, qui étale
le profil de densité. Comme, dans ce cas, ce dernier est piqué, la partie visible à
l’imagerie (donc supérieure à un seuil de densité) semble s’agrandir. Au contraire,
lorsque la diffusion est prédominante, le profil de concentration est aplati, et la
partie émergée n’est pas assez dense pour que les cellules qui en diffusent dépassent
le seuil en concentration, le volume apparent semble alors diminuer. Bien entendu,
les courbes de la figure 8.2 proviennent de simulations, mais elles semblent décrire des
réponses aux traitements observés dans la réalité. La connaissance a priori de cette
réponse, grâce à un problème inverse, pourrait guider la stratégie d’application des
traitements. Par exemple, on pourrait privilégier la chirurgie dans le cas de tumeurs
à profil de densité piqué (D/ρ faible), éventuellement suivie d’une chimiothérapie.
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Fig. 8.2 : Influence du rapport D/ρ sur l’évolution en cours de traitement des tumeurs.

a. Ici D/ρ = 1, le traitement diminue la vitesse de croissance de la tumeur, mais elle

continue à crôıtre. b. Pour D/ρ = 4, le traitement a pour effet de réduire le volume tumoral.

Dans les deux cas on a Dρ = 10−4mm2jour−2.

Dans le cas contraire (D/ρ élevé), la chirurgie ne sera pas efficace car la tumeur est
très diffuse, on pourrait alors privilégier la chimiothérapie.

8.4.2 Stratégies de résolution

Rappelons que la problème direct consiste à trouver une fonction c solution de
l’EDP avec conditions aux limites suivante :

−∂u
∂t
−∇ · (D∇u)− f(u) = 0 sur Ω× [0, T ]

(D∇u) · n = 0 sur ∂Ω
u(., t = 0) = c0 sur Ω.

(8.9)

L’objectif de cette section est de fournir quelques pistes pour la résolution
du problème inverse, qui consiste à déduire les paramètres θ du modèle de pro-
lifération-diffusion ((θ = D, ρ, c0) par exemple) à partir de la donnée d’une ou de
plusieurs images de la même tumeur à différents stades de son évolution.

Tout d’abord, pour estimer ces paramètres θ, il faut se donner une fonction de
coût J(θ), par exemple la distance quadratique entre la concentration cellulaire réelle
et la concentration cellulaire simulée à l’aide de ces paramètres. Une fois cette fonc-
tion donnée, il faut l’optimiser, c’est-à-dire chercher les paramètres θ∗ pour lesquels
cette fonction est optimale (minimale pour le cas d’une distance quadratique par
exemple). Pour optimiser la fonction J , nous avons deux alternatives : les méthodes
déterministes et les méthodes stochastiques.

8.4.2.1 Exemple de méthode déterministe

La méthode du gradient est une méthode déterministe. Elle consiste à calculer
le gradient de la fonction J selon les directions données par les composantes de θ,
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8.Modèle de prolifération-diffusion anisotrope 141

et à rechercher l’optimum de manière itérative en modifiant les paramètres θ dans
la direction donnée par −∇J , jusqu’à atteindre un optimum. Dans le cas qui nous
concerne, le calcul du gradient de θ n’est pas immédiat, puisque les paramètres
agissent sur une EDP dont la solution influence notre fonction de coût J .

La technique classique dans ce genre de situation est de remplacer J(θ) par une
fonction j(u) où u est une fonction de Ω×[0, T ] dans IR. Une fois la fonction j définie
(ce qui n’est pas toujours évident), on pose la fonction lagrangienne suivante :

L(u,θ, v) = j(u(θ)) +

∫
Ω

∫ T

0

∂u

∂t
v +D∇u∇v − f(u)vdxdt+ (u(., t = 0)− u0)v(0).

(8.10)
Lorsque la fonction u est égale à la solution c du problème direct (8.9), le lagrangien
est égal à la fonction de coût :

L(c,θ, v) = J(θ),∀v, (8.11)

On cherche alors la fonction v telle que :

∂L(u,θ, v)

∂u
= 0. (8.12)

Pour cela, en dérivant le lagrangien, on trouve que v est solution du problème dual
suivant :

−∂v
∂t
−∇ · (D∇v)− f ′(u)v = − ∂j

∂u
sur Ω× [0, T ]

(D∇v) · n = 0 sur ∂Ω
v(., t = T ) = 0 sur Ω.

(8.13)

Si on note w la solution de cette EDP, le calcul de la dérivée de J par rapport aux
paramètres θ se calcule en dérivant simplement le lagrangien, pris par rapport aux
solution c et w des problèmes direct et dual :

∂J

∂θ
=
∂(L)(c,θ, w)

∂θ
. (8.14)

Ces dérivées se calculent de la manière suivante :

∂L(c,θ,w)
∂D

=
∫

Ω

∫ T
0
D∇u∇vdxdt

∂L(c,θ,w)
∂ρ

= −
∫

Ω

∫ T
0

∂f
∂ρ

(c)vdxdt
∂L(c,θ,w)

∂c0
= −w(., 0).

(8.15)

En résumé, le calcul du gradient de J en un point nécessite la résolution des deux
EDP (8.9) et (8.13).

L’inconvénient majeur de ce type de méthode est le risque de tomber sur des
minima locaux de la fonction J .

8.4.2.2 Exemple de méthode stochastique

Un exemple de méthodes stochastique est l’algorithme du recuit simulé. Cela
consiste à parcourir l’espace Θ des possibilités pour les paramètres θ, en minimisant
la fonction de coût J . Cet algorithme fonctionne comme une descente de gradient,
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142 8.4. Perspectives : résolution du problème inverse

c’est-à-dire que l’on parcourt l’espace des paramètres en optimisant J jusqu’à tomber
sur le minimum, à ceci près que l’on se permet parfois d’aller dans des directions qui
n’optimisent pas forcément J .

Le déroulement de l’algorithme est le suivant : à chaque itération n, un candidat
θn est tiré au hasard dans Θ, à partir du précédent θn−1. Si J(θn) ≤ J(θn−1), alors
le candidat θn est adopté. Si J(θn) > J(θn−1), alors le candidat θn est adopté avec
une probabilité égale à exp(−(J(θn) − J(θn−1))/k). En augmentant k au fur et à
mesure des itérations, cette probabilité devient de plus en plus faible. On s’assure
donc d’une part de ne pas tomber dans un minimum local au début et, d’autre part,
d’optimiser la fonction J après un grand nombre d’itérations.

Cette méthode permet de trouver l’optimum global, mais souffre de deux in-
convénients majeurs : (1) la détermination du paramètre k et de sa dynamique de
variation avec les itérations est délicate, et nécessite une bonne connaissance du
problème ; (2) la convergence de ce type de méthode requiert un grand nombre
d’itérations (variable selon le profil de la fonction J , que l’on ne connâıt pas par
avance), ce qui peut être extrêmement lent puisqu’à chaque itération, le calcul de la
fonction de coût nécessite la résolution du problème direct (8.9).

8.4.2.3 Où l’on introduit l’équation iconale

Il existe une alternative aux deux approches exposées ci-dessus. En effet, sous
certaines hypothèses, on peut montrer que les surfaces délimitant les iso-valeurs de la
fonction de concentration cellulaire c évoluent à une vitesse locale qui dépend du ten-
seur de diffusion local D et du paramètre de prolifération ρ. Ainsi, la fonction T (x)
qui, à chaque point x, associe le temps d’arrivée du front de concentration cellulaire,
suit une équation du type iconale anisotrope. La résolution de cette équation (par
la méthode exposée au chapitre 5) permettrait d’avoir, pour un jeu de paramètres
(c0,D, ρ), le temps d’arrivée du front tumoral en tout point de l’espace.

Ce résultat a des conséquences importantes. Tout d’abord, cette méthode per-
mettrait de s’affranchir du calcul de la concentration tumorale, et de s’intéresser
uniquement aux fronts. Nous rappelons que cette concentration n’est pas accessible
via l’imagerie et, donc, on peut difficilement construire une fonction de coût qui
constituerait l’écart entre la concentration réelle et la concentration simulée. En re-
vanche, nous avons accès à l’évolution au cours du temps du front tumoral réel et
simulé. Cette méthode aurait aussi l’avantage de la rapidité, puisque la résolution
de l’équation iconale est très rapide (grâce à l’algorithme de cheminement rapide)
par rapport à la résolution de l’EDP de réaction-diffusion1.

L’inconvénient de cette méthode est que, pour le moment, l’équation d’évolution
du front est une approximation valable dans le cas d’une faible diffusivité de la
tumeur par rapport à son degré de prolifération.

1pour un ordre d’idée, sur tout le cerveau, l’équation iconale est résolue en 40 secondes, et l’EDP
de réaction-diffusion en 30 minutes !
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Chapitre 9

Applications

9.1 Application à des données simulées

L’objectif de l’utilisation de données simulées est de tester la précision de notre
schéma de résolution numérique (aux différences finies). L’idéal pour vérifier la
précision du schéma est de connâıtre la solution analytique dans un milieu par-
ticulier.

Une expérimentation du solveur en environnement de simulations nous a per-
mis de vérifier la précision du schéma de résolution numérique. Pour cela, nous
avons simulé un milieu hétérogène (tenseur circulaire), où la trace D du tenseur de
diffusion cellulaire D est cependant constante. Les paramètres de simulations sont
(C0; ρ;D)=(200 cellules.mm−3 ; 0,0012 cellules.jour−1 ; 0.01 mm2.jour−1).

Pour un schéma de prolifération exponentiel, nous savons que l’équation de
réaction-diffusion s’écrit :

∂c

∂t
= ∇ · (D∇c) + ρc. (9.1)

La résolution de cette équation en milieu fini est délicate, et dépend beaucoup
de la géométrie de l’ouvert Ω. En revanche, on peut écrire très facilement la solu-
tion analytique pour le nombre de cellules tumorales à chaque instant. En effet, en
intégrant l’équation (9.1) sur tout le volume Ω, et en notant n le nombre total de

cellules (n(t) =

∫
Ω

c(x, t)dx), on obtient l’équation

∂n

∂t
=

∫
Ω

∇ · (D∇c dx) + ρn. (9.2)

Le premier terme du second membre de cette équation est nul étant données les
conditions aux bords, et en utilisant la formule de Green. Ainsi, le nombre total de
cellules obéit à l’équation

n(t) = n0e
ρt, (9.3)

où n0 est le nombre initial de cellules tumorales. La figure 9.1 montre une comparai-
son entre la solution analytique et la solution numérique pour l’évolution du nombre
total de cellules.
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Fig. 9.1 : Évolution du nombre total de cellules tumorales.

a. Les courbes représentant les solutions analytique et numérique de l’évolution du nombre

total de cellules sont superposées. b. L’erreur relative reste autour de 1%.

9.2 Application à des données réelles

Nous avons testé le modèle sur des données réelles afin de tenter de repro-
duire le comportement de certains gliomes. Le modèle anisotrope se montre plus à
même d’expliquer la forme de certaines tumeurs que le modèle isotrope. Par ailleurs
nous verrons les limites du modèle sur une deuxième tumeur et tenterons d’en tirer
quelques conclusions et perspectives à venir.

9.2.1 Description des données

Nous avons sélectionné les IRM de deux patients suivis pour des gliomes de grade
II (selon la classification de l’OMS) au service de Neurochirurgie de l’Hôpital de la
Pitié Salpêtrière entre 1994 et 2001. Nous nous sommes concentrés sur des patients
ayant des tumeurs centrées autour de l’insula, et qui s’étendent aux lobes frontal
et temporal, car on sait que la substance blanche est particulièrement anisotrope
à cet endroit. Les images ont été acquises avant que les patients n’aient reçu de
traitement.

Nous n’avions aucune image de diffusion, ni d’IRM en format numérique pour
les patients choisis. C’est pourquoi les simulations de croissance tumorale ont été
réalisées sur les données d’un sujet volontaire sain, soit les mêmes données d’IRMd
que celles décrites au paragraphe 6.2.1.1.

9.2.2 Paramètres des simulations

Dans toutes les simulations, la concentration initiale c0 a été fixée à 200 cellules
par mm3 dans un voxel. Le seuil de détectabilité a été fixé à 500 cellules par mm3.
La valeur de ce seuil influence la durée avant apparition de la tumeur, mais ni la
dynamique d’extension tumorale, ni sa forme ne sont influencés par ce paramètre,
dont la valeur est encore sujette à débat. Le facteur r a été pris égal à 10. Les
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Fig. 9.2 : Point de départ de la simulation de la tumeur de l’unciné.

Le point de départ est indiqué par la flèche bleue

paramètres de diffusion et de prolifération sont les suivants : (Dg;Db; ρ) =(2.10−3

mm2.jour−1 ; 10−2 mm2.jour−1 ; 0,0012 jour−1). La première simulation (tumeur du
faisceau unciné) a été effectuée sur 30 ans.

9.2.3 Résultats

L’objectif de cette étude était de simuler la croissance d’une tumeur dans le
cerveau d’un sujet sain, pour approcher au mieux les images de tumeurs acquises
chez des patients. Les résultats ont été comparés ensuite de manière visuelle aux
images d’IRM des patients.

La première simulation nous a permis d’analyser la forme d’un gliome vu par
l’IRM. La figure 9.3 compare les images cliniques au diagnostic avec les résultats
de simulations utilisant d’une part le modèle isotrope hétérogène et, d’autre part,
le modèle anisotrope hétérogène. Nous avions supposé que le point de départ de
la tumeur se situait dans la partie inférieure de l’insula (cf. figure 9.2). La forme
de la tumeur donnée par l’IRM du patient est plus proche de celle donnée par la
simulation anisotrope. En particulier, l’extension postérieure dans le lobe temporal se
traduit par une pointe qu’est incapable d’expliquer un modèle isotrope. Cette pointe
correspond à l’invasion de la tumeur dans le faisceau fronto-occipital inférieur et les
radiations optiques.

Nous avons également appliqué le modèle pour décrire la dynamique de la crois-
sance tumorale. Pour cela, nous avons sélectionné un patient ayant une tumeur qui
s’étendait le long du faisceau arqué, et dont deux images d’IRM à sept ans d’in-
tervalle étaient disponibles1. Les résultats montrent que le choix des facteurs D et
ρ expliquent bien la dynamique temporelle de la tumeur, mais ne montrent pas un
avantage clair à utiliser le modèle anisotrope (figures 9.4 et 9.5).

1Le patient n’ayant reçu aucun traitement durant cet intervalle.

145
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Fig. 9.3 : Résultats des simulations de la tumeur du faisceau unciné.

a. IRM du patient. b. Simulation anisotrope. c. Simulation isotrope. L’échelle de couleurs

représente la concentration en cellules tumorales.

9.2.4 Discussion

Les modèles computationnels de la croissance des gliomes ont vu le jour il y
a une dizaine d’années. Ces modèles ont été utilisés notamment pour quantifier
les effets de la chimiothérapie sur des astrocytomes anaplasiques (Tracqui et al.,
1995), pour analyser les effets d’une exérèse sur les courbes de survie des patients
(Woodward et al., 1996) et pour suggérer une classification des tumeurs basée sur
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Fig. 9.4 : Résultats de la simulation en zone insulaire (début de l’évolution).

a. Première IRM du patient ayant une tumeur dans la zone insulaire (autour du faisceau

arqué). b. (resp c.) Image correspondante pour la simulation isotrope (resp. anisotrope).

Fig. 9.5 : Résultats de la simulation en zone insulaire (après 7 ans d’évolution).

a. IRM du même patient après sept ans d’évolution. b.. (resp. c.) simulation isotrope (resp.

anisotrope) après sept ans de propagation (r = 10).
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les différences individuelles des facteurs de diffusion et de prolifération (Burgess
et al., 1997). Un affinement de ces modèles a été proposé par Swanson et al. (2000,
2002b) pour les gliomes de haut grade. Ce modèle induit une différence de diffusivité
entre la substance grise et la substance blanche, et explique assez bien l’évolution
radiologique des gliomes de haut grade. Le modèle anisotrope a été motivé par le fait
que les gliomes de bas grade exhibent des formes complexes qui ne sont pas prédites
par les modèles isotropes.

Diffusion anisotrope Dans ce travail, l’information donnée par la DTI nous a
servi à introduire la diffusion anisotrope dans un modèle de prolifération-diffusion.
Modéliser la diffusion anisotrope est indispensable pour expliquer correctement la
forme de certaines tumeurs vues par l’IRM. En effet, même avec une différence de
diffusivité entre la substance grise et la substance blanche, il n’est pas possible d’ob-
tenir avec un modèle isotrope une forme telle qu’indiquée par la figure 9.3a. Dans ce
cas là, le modèle anisotrope reflète l’invasion des faisceaux unciné et fronto-occipital
inférieur. De plus, l’anisotropie a été augmentée artificiellement (par rapport à celle
donnée par la diffusion de l’eau) pour retrouver cette forme particulière de la tu-
meur. D’un point de vue microscopique, ce résultat n’est pas surprenant : des objets
aussi différents que des molécules d’eau et des cellules tumorales n’ont certainement
pas les mêmes propriétés de diffusion. La migration cellulaire résulte d’un ensemble
d’interaction complexes, y compris de la diffusion active, que nous modélisons sim-
plement en augmentant l’anisotropie du tenseur. Ce dernier nous sert simplement à
avoir une idée de la géométrie du milieu (directions principales des fibres).

Influence du point initial Dans cette étude, nous avons restreint nos simulations
à une configuration initiale de tumeur réduite à un seul voxel. Cette hypothèse semble
raisonnable puisque les GBG sont rarement multifocaux (plusieurs points sources
distribués). Néanmoins, lorsque plusieurs IRM sont disponibles pour un patient, la
première IRM peut être utilisée comme état de départ de la simulation (Tracqui et
Mendjeli, 1999).

Limitations Dans nos simulations, en particulier celle concernant la tumeur située
dans le faisceau arqué, plusieurs faisceaux étaient envahis (plus que ce que suggérait
l’IRM du patient). Dans cette simulation, la tumeur simulée envahit aussi bien le
faisceau arqué que le faisceau longitudinal inférieur (cf. figure 9.5). Cette différence
entre les simulations et la réalité clinique suggère qu’il existe des interactions bio-
logiques entre les cellules tumorales et les faisceaux de la substance blanche, qui ne
sont pas prises en compte par notre modèle (ni par aucun autre, d’ailleurs).

Dans notre modèle, l’effet de masse (déformation des structures par la tumeur)
n’est pas pris en compte. Pour les GBG, ce n’est pas dramatique car ils n’engendrent
en général pas d’effet de masse significatif. L’équipe Epidaure, de l’INRIA Sophia-
Antipolis, s’est penchée sur la question, parallèlement et indépendamment à ce tra-
vail. Leur modèle inclut aussi bien l’anisotropie que l’effet de masse, et leur sert à
simuler des gliomes de haut grade (Clatz et al., 2005). Pour les GBG avec effet de
masse, les déformations des tissus devraient être prises en compte par le modèle.
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Comme nous l’avons dit précédemment, les données utilisées pour les simulations
proviennent d’un sujet sain, car il n’existe pas encore d’atlas standard de DTI.
Pour la segmentation substance grise/substance blanche, nous avons utilisé le logiciel
SPM22. Cette méthode de segmentation est loin d’être parfaite. En particulier, elle ne
permet pas une délimitation parfaite de l’espace sous-arachnöıdien. Cette remarque
est cruciale : par exemple, pour le cas de la tumeur simulée le long du faisceau arqué,
le masque du cerveau permettait des ponts entre deux bords de la vallée sylvienne
et induisait ainsi une diffusion d’un lobe à l’autre à travers ces ponts. Pour une vraie
tumeur, l’arachnöıde, qui constitue une barrière anatomique infranchissable, sépare
ces deux espaces et ne permet pas aux tumeurs de la traverser. La segmentation est
donc une étape importante pour pouvoir réaliser des simulations réalistes.

La valeur des paramètres utilisés dans nos simulations ne sont que des approxi-
mations. Il y a en réalité très peu de données utilisables dans la littérature pour
estimer ces paramètres. Par exemple, la valeur du seuil de détectabilité a été fixée
à 500 cellules par mm3. Cette valeur a été estimée en comparant des données histo-
logiques à des images de CT (« Computerized Tomography », ou Tomographie par
Ordinateur). Il n’y a eu, à notre connaissance, aucune étude pour estimer ce pa-
ramètre sur l’IRM. Le rapport D/ρ est aussi très peu connu. Pour pouvoir avoir
accès à ce rapport qui, on le rappelle, détermine l’allure du bord de la tumeur, il
faudrait analyser la densité de cellules tumorales en périphérie de la lésion par une
biopsie stéréotaxique. Cela est bien entendu très difficile à envisager, puisqu’il est
délicat d’un point de vue éthique de prélever des tissus radiologiquement sains. La
simulation, associée à une résolution du problème inverse, constitue une piste pour
estimer ce rapport de manière non invasive.

2disponible sur internet : www.fil.ion.ucl.ac.uk/spm/spm2.html
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Chapitre 10

Discussion et conclusions

Dans ce chapitre, on commence par discuter des apports méthodologiques de ce
travail de thèse (cf. section 10.1). En section 10.2 on aborde les différentes extensions
possibles de ce travail, pour repousser certaines de ses limites actuelles. Enfin, en sec-
tion 10.3, on discute des perspectives d’application, en lien avec des problématiques
cliniques, ou avec d’autres modalités d’imagerie.

10.1 Méthodes

10.1.1 La tractographie par géodésiques

La méthode de tractographie que nous avons proposée dans ce travail repose sur
le calcul de géodésiques dans un espace elliptique. Cette méthode a l’avantage d’être
plus robuste aux perturbations locales dans les données, puisqu’elle optimise un
critère global. Cela est particulièrement utile lorsque l’on veut reconstruire des fibres
de la substance blanche, qui sont sujettes à de nombreux croisements, provoquant
des erreurs de reconstruction quand on adopte les approches classiques. En outre,
cette méthode permet le calcul rapide de graphes anatomiques, c’est à dire des liens
entre un grand nombre de régions données du cerveau.

Néanmoins, et comme toutes les autres méthodes de tractographie, la méthode de
géodésiques nécessite une validation approfondie. Il s’agit de répondre aux questions
suivantes : quelle métrique est la plus adaptée pour la construction de fibres en
tant que géodésiques ? Quel indice de pertinence utiliser pour décider de la validité
ou non d’une fibre ? Une géodésique représente-t-elle réellement une trajectoire de
fibres ? La réponse à ces question passe par une validation des fibres reconstruites
par différents moyens, par exemple en utilisant d’autres modalités d’imagerie, ou par
des méthodes plus invasives chez l’animal, ou encore en neurochirurgie chez l’homme
via les stimulations électriques sous-corticales.

10.1.2 La croissance anisotrope du gliome

Les gliomes évoluent préférentiellement le long des fibres de la substance blanche.
Or, jusqu’à présent, les modèles de la croissance tumorale et, notamment, ceux qui
modélisent les tumeurs cérébrales, ne prenaient pas en compte l’anisotropie du milieu
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d’évolution. La simulation réaliste de la croissance de ces tumeurs doit passer par la
prise en compte de la structure des faisceaux de fibres. Une manière de le faire est
de considérer la représentation en tenseurs, inspirée de la DTI. Nous avons choisi
un modèle de type réaction-diffusion, que nous avons généralisé au cas anisotrope
en introduisant un tenseur de diffusion cellulaire. Ce type de modèles présente deux
avantages : (1) le comportement macroscopique du modèle est très intuitif, (2) les
paramètres du modèle se réduisent à un nombre limité de facteurs, jouant chacun
un rôle bien déterminé sur l’évolution du gliome. Cette propriété est importante car
elle peut jouer un rôle essentiel dans l’identifiabilité des paramètres du modèle dans
le cadre du problème inverse (cf. § 10.2.2).

10.2 Extensions du travail

10.2.1 Utilisation de modèles de diffusion plus complexes

Nous avons présenté en section 2.3.3 des techniques de construction du profil de
diffusion de l’eau qui ne sont pas basées sur le modèle classique du tenseur de dif-
fusion. Ces techniques permettent de surmonter, du moins à une certaine échelle, le
problème des croisements de fibres de la substance blanche. Il serait donc intéressant
de considérer des extensions de la méthode de tractographie et du modèle de crois-
sance tumorale incluant l’utilisation de ces techniques.

Par exemple, supposons que l’on cherche à calculer des distances géodésiques,
avec un modèle de tenseur, sur une grille régulière. Si en un point le tenseur est
sphérique (isotrope), il se trouve à la même distance par rapport à tous ses voisins.
Si on utilise une technique du type DSI ou Q-Ball qui nous donne un profil plus
précis de la diffusion, et qui n’est plus sphérique, certains de ses voisins seront plus
proches que d’autres. Bien entendu, il faudra revoir la mise en œuvre de l’algorithme
de cheminement rapide, et considérer un voisinage adéquat pour que la procédure
soit suffisamment rapide est précise.

10.2.2 Résolution du problème inverse

Une extension importante de ce travail de thèse est la résolution du problème
inverse pour l’équation de réaction-diffusion anisotrope. Cela consiste à estimer les
paramètres de diffusion et de prolifération, ainsi que le point de départ de la tu-
meur, à partir d’images de tumeurs à différents instants. L’estimation des paramètres
du modèle apporterait un véritable outil d’aide à la planification de la stratégie
thérapeutique, et un moyen non invasif de classifier les gliomes intracérébraux (cf. §
8.4).

Notre pari est que le modèle anisotrope est mieux adapté pour résoudre le
problème inverse. Comme nous l’avons déjà évoqué, les paramètres de diffusion et de
prolifération jouent des rôles différents dans la croissance tumorale. Si le paramètre
de diffusion influence le profil spatial de la tumeur (sa forme, sa géométrie), le cœf-
ficient de prolifération influence, lui, plutôt l’évolution du nombre de cellules. Bien
entendu, ces deux paramètres ont aussi une influence croisée, nous avons bien vu que
leur produit déterminait directement la vitesse de croissance du diamètre moyen de
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la tumeur. Or, le modèle anisotrope reflète bien la forme de la tumeur, il sera donc
sensible à des variations du cœfficient de diffusion (qui influence la forme), ce qui
pourrait rendre les paramètres plus identifiables que dans un modèle isotrope, où la
tumeur a une forme de boule dans tous les cas.

10.2.3 Interface logicielle

Pour évaluer les méthodes proposées dans cette thèse sur un grand nombre de su-
jets, et en faisant varier les paramètres des modèles, il est essentiel que ces méthodes
aient une mise en œuvre facile. Actuellement, l’implémentation de ces méthodes
est faite sous Matlabr. Une interface graphique a été développée pour l’outil de
croissance tumorale, tant sous BrainVisa que sous Matlab, et son utilisation reste à
améliorer, en particulier à cause de la multitude de formats de données. L’outil de
tractographie ne dispose pas encore d’une interface graphique. Un effort important
pour développer ces interfaces doit être accompli dans les mois qui viennent. L’ob-
jectif étant de rendre ces outils utilisables par nos collaborateurs cliniciens, car c’est
l’une des manières les plus efficaces pour évaluer et valider nos outils.

10.3 Perspectives

10.3.1 Applications dans un cadre clinique

L’étude des réseaux anatomiques peut avoir des retombées aussi bien cognitives
que cliniques. D’une part, nous savons que le cerveau fonctionne comme un réseau
distribué, et que ce fonctionnement est susceptible de se modifier avec le temps, soit
par un processus d’apprentissage, soit à la suite d’une pathologie (mécanisme de
plasticité cérébrale). La méthode de tractographie par géodésiques pourrait servir
d’outil de référence pour l’étude de ces mécanismes. D’autre part, des études ont
montré qu’il est possible de détecter des pathologies invisibles à l’imagerie anato-
mique seule. Ainsi, Greicius et al. (2004) ont montré que, grâce à l’étude d’un réseau
fonctionnel (dit du « mode par défaut »), on pouvait distinguer des patients atteints
par la maladie d’Alzheimer des sujets sains. Par ailleurs, Bozzali et al. (2002) ont
découvert des différences d’anisotropie locale (dans la zone du genou du cors cal-
leux) entre les sujets sains et les sujets Alzheimer. La méthode de tractographie par
géodésiques pourrait donc s’appliquer à la caractérisation de l’organisation et de la
structure de réseaux cérébraux, sortes d’empreintes anatomiques, qui permettraient
d’identifier des pathologies affectant les connexions cérébrales.

10.3.2 Comparaison des connectivités anatomique et fonc-
tionnelle

Les analyses de connectivité fonctionnelle utilisent des mesures de la fonc-
tion cérébrale pour inférer des connexions fonctionnelles cérébrales (Mc Intosh
et Gonzalez-Lima, 1994; Marrelec et al., 2005). Une des hypothèses centrales et
récurrentes à ces techniques est que la connectivité observée est la résultante des
interactions directes ou indirectes entre les aires cérébrales via la substance blanche.
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Une autre hypothèse est que, plus le chemin anatomique entre deux régions est direct
et important, plus la valeur de la connectivité fonctionnelle est élevée. Le manque de
données systématiques sur les connexions de la substance blanche chez l’homme li-
mite la possibilité de tester ce type d’hypothèses. La convergence des deux approches
apporterait non seulement une sorte de double validation, mais contribuerait aussi à
avancer dans la compréhension de l’organisation complexe du cerveau. Par exemple,
cela permettrait de caractériser certains réseaux cérébraux spécifiques (motricité,
langage, vision, etc.) ainsi que leur altération dans le cadre d’une pathologie (acci-
dent vasculaire cérébral, gliome, etc.). Notre méthode de tractographie apporte un
moyen substantiel pour effectuer cette comparaion anatomo-fonctionnelle.

10.3.3 Vers une modélisation de l’interaction gliome/glie

Le modèle de simulation de la croissance tumorale est encore largement perfec-
tible. L’action du gliome sur le cerveau peut être modélisée en ajoutant une prise
en compte de l’effet de masse (même s’il n’est pas très présent dans les GBG) et
de la déformation des tissus environnants, ce qu’a déjà proposé Clatz et al. (2005).
Le modèle pourrait également inclure une description plus microscopique de l’in-
teraction gliome/glie, par exemple la diffusion active. D’un point de vue macrosco-
pique, nous avons modélisé l’action de la glie sur le gliome par un profil anisotrope
de l’évolution tumorale, mais des phénomènes plus complexes peuvent intervenir.
Ainsi, certaines tumeurs se développent de façon préférentielle sur certains faisceaux
plutôt que d’autres (c’est le cas de la tumeur du faisceau arqué, section 9.2.3), et le
présent modèle ne suffit pas à expliquer ce type de comportement.

Pour valider notre modèle de réaction-diffusion, il faudrait non seulement l’ap-
pliquer à une large population de données de sujets, mais aussi avoir une approche
(même heuristique) de l’ordre de grandeur des paramètres de diffusion et de pro-
lifération pour chaque sujet. Ces paramètres sont difficiles a estimer, même dans
le cas où l’on a procédé a une biopsie. Chacun des paramètres a un rôle crucial
dans l’évolution de la tumeur. Le modèle de l’évolution tumorale proposé, couplé a
une résolution du problème inverse serait dans l’avenir un outil important pour le
neurochirurgien dans l’optimisation de sa stratégie thérapeutique.
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Annexe A

Le langage des neuro-radiologues

La complexité spatiale des structures cérébrales complique grandement leur
représentation. La solution pratique la plus souvent adoptée est de représenter une
structure donnée dans un ou plusieurs plans de coupe du cerveau en deux dimen-
sions. Il existe trois types de coupes principalement utilisés (figure A.1a). Une coupe
sagittale est une coupe parallèle au plan médian qui sépare les deux hémisphères.
Une coupe axiale est grossièrement parallèle au plan du sol pour un homme debout
qui regarde droit devant lui. Enfin, une coupe coronale est perpendiculaire aux deux
autres plans de coupe. Lorsque l’on s’écarte des ces trois orientations de coupes, on
dit que l’on fait une coupe oblique.

Il existe un vocabulaire spécifique pour se repérer selon les axes dans les
différentes coupes (voir figure A.1b). Dans une coupe axiale ou coronale, une struc-
ture proche du plan médian est dite médiale, et une structure qui en est éloignée est
dite latérale. Pour les deux autres axes, le vocabulaire utilisé fait référence à la souris,
pour laquelle le cerveau se trouve allongé dans le prolongement du corps. Dans une
coupe sagittale ou coronale, une structure située vers le bas est dite ventrale (vers
le ventre), et une structure située vers le haut est dite dorsale (vers le dos). Dans
une coupe sagittale ou axiale, une structure située vers le nez est dite antérieure (ou
rostrale, du côté du museau), et une structure située à l’arrière du cerveau est dite
postérieure (ou caudale, du côté de la queue).
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Fig. A.1 : Représentation en coupe du cerveau..

a. Plans de coupe conventionnels de neuroanatomie et appellations correspondantes. b.

Exemples de coupes, et vocabulaire lié aux axes du plan de coupe. (figure adaptée de Kandel

et al. (2000) pour (a) et de Kahle (2002) et internet pour (b))
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Annexe B

Éléments de calculs des variations

B.1 Position du problème

Soit un milieu isotrope non homogène, en chaque point x ∈ IRn duquel on définit
une vitesse v(x) indépendante de la direction. Calculons le temps de parcours le
long d’une courbe γ à la vitesse v. L’élément d’arc ds, où s est l’abscisse curviligne,
sera parcouru en un temps égal à ds/v et, pour parcourir l’ensemble de la courbe, il
faudra un temps T exprimé par l’intégrale :

T =

∫
γ

ds

v(γ(s))
. (B.1)

Calculer une trajectoire qui minimise ce temps de parcours est tout l’objet du calcul
des variations (ou calcul variationnel). En général, on considère que la vitesse de
propagation dépend à la fois de la position x et de la direction x′ = dx/ds, et on
considère des intégrales sous la forme :

J =

∫ s1

s0

F (s,x,x′)ds, (B.2)

où F est une fonction suffisamment dérivale. Minimiser l’intégrale J revient à
trouver la courbe γ ∈ Γx0x1 minimisant J et telle que γ(s0) = x0 et γ(s1) = x1.

B.2 Equations d’Euler

Nous noterons abusivement x(s) une courbe de l’espace. Le théorème suivant
donne une condition nécessaire pour qu’une telle courbe réalise un extremum de
l’intégrale (B.2) :
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Théorème 1 (Condition d’extrémalité)

Fx −
d

ds
Fx′ = 0. (B.3)

Preuve. Soit xα une famille de courbes définies par

xα(s) = x(s) + αη(s), (B.4)

où η est une fonction arbitraire, nulle aux extrémités (η(s0) = η(s1) = 0). La fonc-
tionnelle J dépend alors du paramètre α :

J(α) =

∫ s1

s0

F (s,x + αη,x′ + αη′)ds. (B.5)

En dérivant J par rapport à α, et en écrivant que cette dérivée est nulle en α = 0
(car x est un extremum pour J), on obtient :

Jα(0) =

∫ s1

s0

η · Fx + η′ · Fx′ds

= [η · Fx′ ]
s1
s0︸ ︷︷ ︸

(I)

+

∫ s1

s0

η(s) · (Fx −
d

ds
Fx′)ds︸ ︷︷ ︸

(II)

= 0.

(B.6)

Le terme (I) est nul car η est nulle aux extrémités. Le terme (II) est donc nul quel
que soit η, ce qui implique que Fx − d

ds
Fx′ = 0. �

B.3 Changement de variables

Les équations d’Euler (B.3) définissent un système de n équations aux dérivées
partielles du second ordre. Il est souvent utile de procéder à un changement de
variables, dit canonique, qui permet de passer à un système d’équations du premier
ordre. On pose :

v = Fx′

H = x′ · Fx′ − F.
(B.7)

Dans ce cas, le système (B.3) se réécrit simplement en fonction des nouvelles va-
riables :

x′ = Hv

v′ = −Hx.
(B.8)

La fonction F est reliée aux nouvelles variables v et H par la relation :

F = v ·Hv −H. (B.9)
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B.4 Condition de transversalité

Nous allons maintenant chercher à caractériser les courbes extrémales, en cher-
chant une condition sur leur tangente. Pour cela, faisons varier les extrémités de la
courbe en posant s0 = s0(α) et s1 = s1(α) avec α ∈ IR. Les courbes voisines de
la courbe extrémale, qui étaient dans ce qui précède sous la forme x + αη, auront
maintenant une forme libre x(s, α) où α est un paramètre quelconque, tel que pour
α = 0 on retrouve la courbe principale (x(s) = x(s, 0)). La fonctionnelle J s’écrit
maintenant :

J(α) =

∫ s1(α)

s0(α)

F (s,x(s, α),x′(s, α))ds. (B.10)

La variation première de cette fonction, δJ , qui est par définition le produit de la
dérivée par rapport à α, pour α = 0, par α , s’exprime alors :

δJ = Fδs1 − Fδs0 +

∫ s1

s0

Fx · δx + Fx′ · δx′ds. (B.11)

On peut donc écrire :

δsi =
dsi
dα

∣∣∣∣
α=0

α (i = 0, 1)

δx =
∂x

∂α

∣∣∣∣
α=0

α

δx′ =
∂

∂α
[
dx

ds
]

∣∣∣∣
α=0

α =
d

ds
δx.

(B.12)

Avec ces notations, ajoutées à celle du changement de variables canonique, on obtient
le théorème suivant :

Théorème 2 (Condition de transversalité)
La tangente d’une courbe extrémale est perpendiculaire au vecteur (−H,v). Au-

trement dit :
−H · δs+ vδx = 0. (B.13)

Preuve. Calculons le terme en F ′x dans l’expression de δJ donnée par (B.11) :∫ s1

s0

Fx′ · δx′ds =

∫ s1

s0

Fx′ ·
d

ds
δxds

= Fx′ · (δx)1 − Fx′ · (δx)0 −
∫ s1

s0

d

ds
Fx′ · δxds,

(B.14)

où les (δx)i sont les valeurs prises aux extrémités par la variation de x :

(δx)i =
∂x(si, α)

∂α

∣∣∣∣
α=0

α. (B.15)

Cette quantité est différente de la variation première (totale) δxi des coordonnées
aux extrémités, puisqu’en variant α dans x(si, α), les deux coordonnées changent.
Cette variation s’exprime :

δxi =
d

dα
x(si(α), α)

∣∣∣∣
α=0

α = x′iδsi + (δx)i. (B.16)

161



162 B.5. Champs de courbes extrémales

En injectant cette relation dans l’expression de δJ , on obtient (après quelques re-
maniements) :

δJ = [(F − x′ · Fx′)δs+ Fx′ · δx]
s1
s0

+

∫ s1

s0

(Fx −
d

ds
Fx′) · δxds. (B.17)

Le second terme de la somme dans cette équation est nul (équations d’Euler). En
fixant la borne s0, et en variant s, on obtient pour une courbe extrémale (δJ = 0)
la relation :

(F − x′ · Fx′)δs+ Fx′ · δx = 0. (B.18)

En utilisant les variables canoniques (équation (B.7)), on obtient la condition de
transversalité. �

B.5 Champs de courbes extrémales

Considérons un faisceau de courbes extrémales issues d’un point x0 de l’espace,
et supposons que ces courbes extrémales ne se coupent qu’en x0. Sur chacune de ces
courbes extrémales, posons un point x tel que la longueur de l’intégrale J (équation
B.2)) le long de chaque courbe soit égale au même nombre ρ. On appelle champ
d’extrémales, la fonction u égale à la constante ρ au point x lorsque celui-ci par-
court les iso-valeurs de la longueur de l’intégrale J . Le gradient de cette fonction
ainsi définie est parallèle aux courbes extrémales. Il satisfait donc les conditions de
transversalité ! Autrement dit, on a :

∂u

∂s
∝ −H

∂u

∂x
∝ v,

(B.19)

où les deux coefficients de proportionnalité sont égaux. On peut même démontrer
que, dans cette équation, mieux que des proportionalités, nous avons des égalités !
En effet, reprenons la formule :

δJ = [(F − x′ · Fx′)δs+ Fx′ · δx]
s1
s0

+

∫ s1

s0

(Fx −
d

ds
Fx′) · δxds, (B.20)

et récrivons-la en utilisant les variables canoniques :

δJ = [−Hδs+ v · δx]s1s0 +

∫ s1

s0

(Fx −
d

ds
Fx′) · δxds. (B.21)

Lorsque l’on déplace le point x(s1) dans l’espace, la courbe extrémale varie bien
entendu, mais le second terme de l’équation (B.21) reste nul puisque l’intégration
se fait le long d’une courbe extrémale. Le premier terme est nul à la borne s0 si
nous choisissons de fixer cette extrémité. Puisque l’intégrale se calcule le long d’une
courbe extrémale, on peut remplacer la valeur de J par u, ainsi la variation première
de u s’exprime simplement :

δu = −Hδs+ v · δx, (B.22)
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d’où les égalités :
∂u

∂s
= −H

∂u

∂x
= v.

(B.23)

Nous avons ainsi des équations aux dérivées partielles qui caractérisent le champ
d’extrémales u.

B.6 Application au cas elliptique

Appliquons les résultats précédents au cas elliptique (voir aussi § 5.1.4.4). Rap-
pelons que dans ce cas, la fonction F est définie par :

F (s,x,x′) =
√

x′(s) ·M(x(s))x′(s), (B.24)

où M est une matrice symétrique définie positive (dans le cadre de la tractographie
par géodésiques, nous avons choisi l’inverse du tenseur de diffusion). Nous pouvons
remarquer que la fonction F ne dépend pas explicitement de l’abscisse curviligne s.
De plus, F est homogène de degré 1 en x′, c’est-à-dire :

F (s,x, kx′) = kF (s,x,x′) ,∀k ∈ IR. (B.25)

On a donc l’identité suivante (formule d’Euler pour les fonctions homogènes) :

F = x′ · Fx′ . (B.26)

H est donc identiquement nul, ce qui implique, d’après la première des équations du
système (B.23), que le champ u est indépendant de l’abscisse curviligne (c’est une
bonne nouvelle !) :

∂u

∂s
= F − x′ · Fx′ = 0. (B.27)

Par ailleurs, en utilisant la deuxième équation du système (B.23), la variation de u
par rapport aux coordonnées de l’espace s’exprime par :

∂u

∂x
= Fx′ =

Mx′

F
, (B.28)

d’où la relation de la tangente des géodésiques au gradient de u :

x′ = FM−1∇u. (B.29)

Cette relation permet de reconstruire les lignes géodésiques à partir de la connais-
sance de la fonction u.

En portant cette expression de x′ dans l’équation (B.26), on obtient la fameuse
équation iconale :

ux ·M−1ux = 1. (B.30)

Cette équation permet de calculer la fonction u en tout point de l’espace et, avec
l’équation (B.29), de construire les lignes géodésiques.
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Annexe C

Éléments d’analyse numérique des
EDP

C.1 Position du problème

Soit Ω un ouvert borné de IRn de frontière ∂Ω assez régulière, et soit T > 0.
Nous nous intéressons dans cette partie aux équations aux dérivées partielles

paraboliques du type équation de réaction-diffusion, c’est-à-dire des équations de la
chaleur dans lesquels la source de chaleur dépend de la température. Formellement,
ces équations s’écrivent sous la forme générale :

∂u

∂t
−∇ · (D∇u)− f(u) = 0, (C.1)

où u : Ω× [0, T ]→ IR et f : Ω→ IR. Le problème est de résoudre l’équation (C.1),
avec comme conditions aux limites :

D∇u · n = 0 dans ∂Ω
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(C.2)

où u0 : Ω → IR. L’équation (C.1) décrit l’évolution au cours du temps de la
température (dans le cadre de notre application, la concentration tumorale) dans
un milieu anisotrope et hétérogène elliptique.

C.2 Formulation faible

La formulation faible du problème (C.1-C.2) consiste à réécrire ces équations
sous une forme algébrique, faisant intervenir des formes bilinéaires. Ce faisant, on
se place dans un espace plus grand, permettant de faire moins d’hypothèses sur
la fonction u, celles-ci seront reportées sur les formes bilinéaires, ce qui a deux
conséquences : (1) on obtient existence et unicité de la solution (sous ces hypothèses)
et (2) cette écriture permet d’approcher la vraie solution en se plaçant dans des
espaces de dimensions finies approchant l’espace fonctionnel auquel appartient u.
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Tout d’abord, on commence par multiplier l’équation (C.1) par une fonction test
v ∈ V = H1

0 (Ω), puis on intègre sur Ω :∫
Ω

∂u

∂t
(x, t)v(x)dx−

∫
Ω

v(x)∇ · (D∇u)dx−
∫

Ω

v(x)f(u(x, t))dx = 0. (C.3)

Pour le terme de dérivée temporelle, on remarque que :∫
Ω

∂u

∂t
(x, t)v(x)dx =

d

dt

∫
Ω

u(x, t)v(x)dx, (C.4)

et pour la dérivée spatiale, en utilisant la formule de Green et les conditions aux
limites aux bords ∂Ω dans (C.2), on a :∫

Ω

v(x)∇ · (D∇u)dx =

∫
Ω

∇ · (vD∇u)dx−
∫

Ω

D∇u · ∇vdx

=

∫
∂Ω

vD∇u · da−
∫

Ω

D∇u · ∇vdx

= −
∫

Ω

D∇u · ∇vdx.

(C.5)

En combinant les équations (C.4) et (C.5), on a pour toute fonction v ∈ V :

d

dt

∫
Ω

u(x, t)v(x)dx +

∫
Ω

D∇u · ∇vdx−
∫

Ω

v(x)f(u(x, t))dx = 0. (C.6)

Dans cette équation, les variables temporelle et spatiale jouent des rôles différents.
On va les séparer de la manière suivante : étant donné la fonction u : (x, t) 7→ u(x, t),
on introduit pour tout t la fonction u(t) : x ∈ Ω 7→ u(x, t) ∈ IR. La fonction u peut
s’identifier à la fonction u(t) sur [0, T ]. De la même façon, on définit f(t) : x ∈ Ω 7→
f(u(x, t)) ∈ IR.

On pose, pour toutes fonctions φ, ψ ∈ L2(Ω) :

(φ, ψ) =

∫
Ω

φ(x)ψ(x)dx, (C.7)

et pour tout φ, ψ ∈ H1(Ω) :

a (φ, ψ) =

∫
Ω

D(x)∇φ(x)∇ψ(x)dx

=
∑
i,j

∫
Ω

Dij
∂φ

∂xi

∂ψ

∂xj
dx.

(C.8)

On a ainsi une nouvelle formulation du problème (C.1-C.2) : trouver une fonction
u : t 7→ u(t) ∈ V telle que :{

∀v ∈ V, d

dt
(u(t), v) + a (u(t), v) = (f(t), v) ,

u(0) = u0,
(C.9)

où la dérivée temporelle est prise au sens des distributions. On remarque que dans
cette formulation du problème, seule demeure la condition initiale (temporelle). Les
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conditions aux limites spatiales (aux bords ∂Ω) ont été intégrées naturellement dans
la réécriture du problème. Le problème (C.9) admet une solution unique si la forme
bilinéaire a est continue et coercive, c’est-à-dire s’il existe deux constantes α > 0 et
β > 0 telles que :

∀(v, w) ∈ V 2, |a (v, v)| ≤ β‖v‖ · ‖w‖ (continue),
∀v ∈ V, a (v, v) ≥ α‖v‖2. (coercive).

(C.10)

C.3 Résolution numérique

Méthode aux éléments finis

On cherche à résoudre le problème (C.9) dans V . L’idée des éléments finis est
de considérer un sous-espace vectoriel Vh de V de dimension finie I(h), puis de
construire une solution uh dans ce sous-espace (solution approchée), du problème
approché : {

∀vh ∈ Vh,
d

dt
(uh(t), vh) + a (uh(t), vh) = (f(t), vh) ,

uh(0) = u0,h,
(C.11)

où u0,h ∈ Vh. On peut montrer que, sous les hypothèses énoncées ci-dessus, les
solutions approchées uh convergent vers la solution u lorsque les sous-espaces Vh
approchent l’espace V .

Pour résoudre numériquement ce problème, on choisi une base (φi)
I
i=1 de l’espace

Vh (éléments finis), par exemple des fonction constantes par morceaux sur une grille
régulière ou sur une triangulation de l’espace par des tétraèdres. On cherche ensuite
la fonction uh sous la forme :

uh(t) =
I∑
i=1

ξi(t)φi. (C.12)

Alors en posant u0,h =
I∑
i=1

ξ0,i(t)φi, le problème (C.11) s’écrit :

I∑
i=1

(φi, φj)
dξi
dt

(t) +
I∑
i=1

a (φi, φj) ξi(t) = (f(t), φj) , 1 ≤ j ≤ I,

ξi(0) = ξ0,i, 1 ≤ i ≤ I.

(C.13)

En introduisant la matrice de Masse M = ((φi, φj))1≤i,j≤I , et la matrice de Rigidité

R = (a (φi, φj))1≤i,j≤I , et en posant ξ(t) = (ξi(t))
I
i=1, ξ0(t) = (ξi,0(t))Ii=1 et
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168 C.3. Résolution numérique

β(t) = ((f(t), φi))
I
i=1, le problème approché s’écrit simplement sous la forme :

M
dξ

dt
(t) + Rξ(t) = β(t),

ξ(0) = ξ0.
(C.14)

Il s’agit alors de résoudre numériquement un système différentiel ordinaire (et non
plus aux dérivées partielles), de dimension I. Ce qui peut être fait en discrétisant la
dérivée temporelle comme on le verra au paragraphe suivant.

Méthode aux différences finies

La méthode aux différences finies est plus simple à mettre en œuvre que celle
aux éléments finis. On discrétise directement l’équation de réaction-diffusion (C.1)
sans passer par la forme faible, ce qui a un avantage : nul besoin d’éléments finis, et
donc de maillage 3D de l’espace (qui n’est pas évident à obtenir), il suffit d’avoir une
grille régulière discrétisant l’espace, ce qui est le cas lorsque l’on possède un volume
3D composé de voxels. Les différences finies ont toutefois un gros inconvénient :
les conditions aux limites aux bords ∂Ω doivent être prises en compte de manière
explicite, ce qui n’est pas toujours évident surtout dans une géométrie complexe
comme celle du cerveau.

Dans la suite, la discrétisation sera indexée en temps par n, et en espace par
i, j, k. Soit ∆T le pas de discrétisation en temps et (∆X,∆Y,∆Z) les pas en es-
pace. Autrement dit, on notera c(i∆X, j∆Y, k∆Z, n∆T ) ≡ Cn

i,j,k. Pour discrétiser
l’équation (8.2), nous commencerons par la réécrire sous la forme suivante :

∂c

∂t
=

3∑
i,j=1

Dij
∂2c

∂xi∂xj
+

3∑
i=1

D̃i
∂c

∂xi
+ f(c), (C.15)

Où l’on a adopté la notation suivante :

D̃i = (D∇)i =
3∑
j=1

∂Dij

∂xj
. (C.16)

Il s’agit maintenant de proposer des schémas discrets pour les opérateurs ∂
∂t

, ∂
∂xi

et
∂2

∂xi∂xj
. En utilisant les formules de Taylor jusqu’à un ordre suffisant.

Dérivée temporelle

La formule de Taylor appliquée en la variable temporelle donne :

c(t+ dt, x, y, z) = c(t, x, y, z) + dt
∂c

∂t
(t, x, y, z) +

dt2

2!

∂2c

∂t2
(t∗, x, y, z), t∗ ∈ [t, t+ dt]

(C.17)
D’où

∂c

∂t
(t, x, y, z) =

c(t+ dt, x, y, z)− c(t, x, y, z)

dt
+O(dt) (C.18)
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Dérivée spatiale

On utilise toujours la formule de Taylor, mais cette fois on différencie de manière
symétrique :

c(t, x+ dx, y, z) = c(t, x, y, z) + dx
∂c

∂x
+
dx2

2!

∂2c

∂x2
(t, x, y, z) +

dx3

3!

∂3c

∂x3
(t, x∗, y, z)

c(t, x− dx, y, z) = c(t, x, y, z)− dx ∂c
∂x

+
dx2

2!

∂2c

∂x2
(t, x, y, z)− dx3

3!

∂3c

∂x3
(t, x∗, y, z).

En soustrayant les deux équations précédentes, on obtient :

∂c

∂x
(t, x, y, z) =

c(t, x+ dx, y, z)− c(t, x− dx, y, z)

2dx
+O(dx) (C.19)

Pour la dérivée seconde, on développe à l’ordre 4 :

c(t, x+ dx, y, z) = c(t, x, y, z) + dx
∂c

∂x
+
dx2

2!

∂2c

∂x2
(t, x, y, z)

+
dx3

3!

∂3c

∂x3
(t, x, y, z) +

dx4

4!

∂4c

∂x4
(t, x∗, y, z)

c(t, x− dx, y, z) = c(t, x, y, z)− dx ∂c
∂x

+
dx2

2!

∂2c

∂x2
(t, x, y, z)

−dx
3

3!

∂3c

∂x3
(t, x, y, z) +

dx4

4!

∂4c

∂x4
(t, x∗, y, z)

En additionnant les deux équations précédentes, on obtient :

∂2c

∂x2
(t, x, y, z) =

c(t, x+ dx, y, z)− 2c(t, x, y, z) + c(t, x− dx, y, z)

dx2
+O(dx2) (C.20)

On procède de la même manière pour les dérivées en y et en z. En ce qui concerne
les termes croisés, par exemple pour le calcul de ∂2c

∂y∂x
, on applique successivement

l’approximation en dérivée première en x puis en y :

∂2c
∂y∂x
' ∂

∂y

[
c(t,x+dx,y,z)−c(t,x−dx,y,z)

2dx

]
' 1

2dx

[(
∂c
∂y

)
x+dx,y,z

−
(
∂c
∂y

)
x−dx,y,z

]
' [c(t,x+dx,y+dy,z)−c(t,x+dx,y−dy,z)−c(t,x−dx,y+dy,z)+c(t,x−dx,y−dy,z)]

4dxdy
.

(C.21)

Schéma de discrétisation

En utilisant les formules calculées ci-dessus (équations (C.18-C.21)), on obtient
les schémas suivants :

∂c

∂t
'
Cn+1
i,j,k − Cn

i,j,k

∆T
(C.22)

∂c

∂x
'
Cn
i+1,j,k − Cn

i−1,j,k

2∆X
(C.23)
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∂2c

∂x2
'
Cn
i+1,j,k − 2Cn

i,j,k + Cn
i−1,j,k

∆X2
(C.24)

∂2c

∂x∂y
'
Cn
i+1,j+1,k + Cn

i−1,j−1,k − Cn
i+1,j−1,k − Cn

i−1,j+1,k

4∆X∆Y
, (C.25)

de même pour la discrétisation de ∂c
∂y
, ∂c
∂z
, ∂

2c
∂y2
, ∂

2c
∂z2
, ∂2c
∂x∂z

et ∂2c
∂y∂z

.

Revenons à présent à l’équation de diffusion (C.15), si l’on note Cn le vecteur
représentant les valeurs concaténées de (Cn

i,j,k)1≤i,j,k≤N , où N est la taille du volume,
alors cette équation s’écrit de manière discrète :

Cn+1−Cn
∆T

= D11
Cni+1,j,k−2Cni,j,k+Cni−1,j,k

∆X2 + D22
Cni,j+1,k−2Cni,j,k+Cni,j−1,k

∆Y 2 + D33
Cni,j,k+1−2Cni,j,k+Cni,j,k−1

∆Z2

+2D12
Cni+1,j+1,k+Cni−1,j−1,k−(Cni+1,j−1,k+Cni−1,j+1,k)

4∆X∆Y

+2D13
Cni+1,j,k+1+Cni−1,j,k−1−(Cni+1,j,k−1+Cni−1,j,k+1)

4∆X∆Z

+2D23
Cni,j+1,k+1+Cni,j−1,k−1−(Cni,j+1,k−1+Cni,j−1,k+1)

4∆Y∆Z

+D̃1
Cni+1,j,k−C

n
i−1,j,k

2∆X
+ D̃2

Cni,j+1,k−C
n
i,j−1,k

2∆Y
+ D̃3

Cni,j,k+1−C
n
i,j,k−1

2∆Z

+f(Cn
i,j,k).

(C.26)
Autrement dit, si f est une application linéaire (ce qui est le cas pour le schéma
exponentiel), l’équation (C.15) discrétisée s’écrit simplement :

Cn+1 − Cn

∆T
= ACn, (C.27)

où A est un opérateur de dérivation discrète. En pratique, A est une matrice de
grande taille (N3 ×N3), creuse, contenant 19 diagonales non nulles.

En pratique, plutôt que d’utiliser le schéma donné par l’équation (C.27), appelé
schéma explicite d’Euler, on privilégie la θ-méthode, c’est-à-dire que l’on écrit la
variation temporelle comme une combinaison linéaire des états présent et futur :

Cn+1 − Cn

∆T
= (1− θ)ACn + θACn+1. (C.28)

Pour θ = 0, on retrouve le schéma d’Euler, et pour θ = 1/2 on obtient le schéma de
Crank-Nicholson.
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Annexe D

Compléments sur le cheminement
rapide anisotrope

D.1 Condition de causalité de Tsitsiklis

L’utilisation d’un algorithme en une passe pour calculer des trajectoires optimales
(comme le cheminement rapide) nécessite qu’une condition (dite de Tsitsiklis) soit
vérifiée (Tsitsiklis, 1995). Cette condition implique la vérification du principe de
causalité dans la construction de la fonction de distance u. En effet, cette fonction
est construite dans un ordre ascendant (des plus basses valeurs aux plus hautes
valeurs), dans ce cas là, la condition de Tsitsiklis implique que si l’on calcule la
fonction u en un point x à partir de son voisinage :

u(x) = min
αi

{
3∑
i=1

αiu(xi) + τ(x−
3∑
i=1

αixi)

}
, (D.1)

où les (xi) sont des points voisins de x (sur une grille), les αi sont des coefficients
compris entre 0 et 1, et dont la somme est égale à 1, et τ désigne la fonction de
coût. On rappelle que derrière la formule (D.1) se cachent deux approximations (cf.
§ 5.1.2.2). Dans le cas elliptique, la fonction de coût prend la forme suivante :

τ(x) =
√

xTMx = ‖x‖M, (D.2)

où M est une métrique. τ dépend ici de α, on écrira alors τ = τ(α). La condition de
Tsitsiklis s’écrit :

u(x) ≥ u(xi),∀i = 1 . . . 3. (D.3)

Nous allons démontrer que, dans le cas elliptique, et lorsque le voisinage de x est
choisi d’une certaine manière, la condition de Tsitsiklis est vérifiée. Par commodité,
on notera dans toute la suite ui = u(xi), et toutes les sommes par rapport à un
indice seront prises entre 1 et 3.

Tout d’abord, écrivons les condition de Kuhn-Tucker pour le problème d’optimi-
sation (D.1) sous les contraintes imposées sur les (αi). Ces conditions imposent qu’il
existe un réel λ tel que :

∂U(α)

∂αi
= λ,∀i, (D.4)
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172 D.1. Condition de causalité de Tsitsiklis

où α = (αi)
3
i=1 et U(α) est définie comme la fonction à minimiser :

U(α) =
∑
i

αiui + τ(α). (D.5)

Si l’on considère maintenant que les voisins (xi) de x sont les sommets des sim-
plexes en 26-connexité, alors on peut écrire que pour tout i :

xi = x + hei, (D.6)

où h est la taille de la grille de discrétisation (que l’on supposera égale à 1 pour sim-
plifier, ce qui ne change rien au résultat final), et les vecteurs ei ont, par construction,
les particularités suivantes :

‖e1‖ = 1

‖e2‖ =
√

2

‖e3‖ =
√

3
eki ∈ {0, 1}, ∀i, k

eki · ekj ≥ 0, ∀i, j, k.

(D.7)

Dans ce cas, la fonction U se récrit :

U(α) =
∑
i

αiui + ‖
∑
i

αiei‖M, (D.8)

et sa dérivée par rapport à αi se calcule aisément :

∂U

∂αi
= ui +

1

τ(α)
ei ·M(

∑
j

αjej). (D.9)

En combinant avec les conditions de Kuhn-Tucker, on obtient que pour tout i :

ui = λ− 1

τ(α)
ei ·M(

∑
j

αjej). (D.10)

En injectant cette relation dans la définition de U , et en utilisant le fait que
∑

i αi =
1, on obtient :

U(α) =
∑
αiλ−

∑
i αi

ei·M
P
j αjej

τ(α)
+ τ(α)

= λ− τ(α)2

τ(α)
+ τ(α)

= λ,

(D.11)

ce qui donne : λ ≥ ui,∀i. Autrement dit :

ei ·M(
∑
j

αjej) ≥ 0,∀i. (D.12)

Cette condition est vérifiée car M est une matrice positive. En effet, soit q la forme
quadratique associée à cette matrice, c’est-à-dire que l’on a pour tout x = (xi) :

q(x) = xTMx. (D.13)
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Si on note (λi) les valeurs propres de la matrice M (qui sont toutes positives), on a
aussi :

q(x) =
∑
i

λix
2
i . (D.14)

En outre, pour toute paire (x,y), on a une relation remarquable entre la forme
bilinéaire et la forme quadratique associées à la matrice M :

x ·My =
1

2
(q(x + y)− q(x)− q(y)) . (D.15)

En appliquant cette relation au produit ei ·Mej, on obtient :

ei ·Mej =
1

2
(q(ei + ej)− q(ei)− q(ej))

=
1

2

(∑
k

(λk(e
k
i + ekj )

2 − λk(eki )2 − λk(ekj )2)

)
=

∑
k

λke
k
i e
k
j ≥ 0.

(D.16)

Cette quantité est donc positive, de même que (ei ·M
∑

j αjej) car tous les αj sont
positifs. On a donc démontré que la condition de Tsitsiklis était vérifiée pour un
milieu elliptique, et un découpage du voisinage en simplexes particulier.

D.2 Solution explicite du problème d’optimisa-

tion (5.33)

Nous cherchons à résoudre le problème d’optimisation suivant (cf. § 5.1.4.4) :{
minα U(α) =

∑3
i=1 αiu(xi) +

∥∥x−∑3
i=1 αixi

∥∥
M

α ∈ ∆ = {(α1, α2, α3) ∈ [0, 1]3/α1 + α2 + α3 = 1} . (D.17)

Pour des raisons de simplification, et sachant que l’on a α3 = 1−α1−α2, on adoptera
les notations suivantes : 

k1 = u(x1)− u(x3)
k2 = u(x2)− u(x3)
k3 = u(x3)
y1 = x3 − x1

y2 = x3 − x2

y3 = x3 − x
rij = yT

i Myj.

(D.18)

La fonction U ne dépend alors que des deux variables α1 et α2 :

u(α) = f(α1, α2) = α1k1 + α2k2 + k3 + ‖α1y1 + α2y2 + y3‖M . (D.19)

f est une fonction différentiable et convexe, elle atteint donc son minimum (non
contraint) lorsque ∇f = 0. De plus, le triangle de contraintes ∆ est également
convexe, ce qui veut dire que si le minimum non contraint de f est en dehors du
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triangle ∆, le minimum contraint sera alors sur les bords de ce triangle. Dans ce
cas, le problème de minimisation bidimensionnel devient monodimensionnel avec
une solution analytique très simple.

Commençons par rechercher le minimum non contraint. Écrire que ∇f = 0
implique :

(k1r12 − k2r11)︸ ︷︷ ︸
A1

.α1 + (k1r22 − k2r12)︸ ︷︷ ︸
A2

.α2 + (k1r23 − k1r13)︸ ︷︷ ︸
B

= 0. (D.20)

Cette équation montre que le minimum de f se trouve sur la droite d’équation
A1x + A2y + B = 0. Cela simplifie grandement le problème, puisque l’on peut ici
encore écrire le problème en une dimension, en remplaçant f(α1, α2) par la fonction
f̃(α) dont l’expression dépend des valeurs de Ai et B.

– Si A1 = 0 et A2 = 0
Dans ce cas, on a k1 = k2 = 0 et la solution analytique est donnée directement
par {

α1 = r12r23−r13r22
r11r22−r212

α2 = r13r12−r23r11
r11r22−r212

.
(D.21)

– Si Ai = 0 et Aj 6= 0 avec i 6= j
Dans ce cas, on a αj = − B

Aj
et on pose :

α = αi
k = ki
u = −kj BAj + u3

z1 = xi
z2 = − B

Aj
xj + x3

f̃(α) = αk + u+ ‖αz1 + z2‖M .

. (D.22)

Le minimum est alors donné par :{
α1 = argmin(f̃(α))
α2 = − B

Aj
.

(D.23)

– Si A1 6= 0 et A2 6= 0
On a alors la relation α2 = −A1

A2
α1 − B

A2
et, en notant :

α = α1

k = k1 − A1

A2
k2

u = −k2
B
A2

+ u3

z1 = x1 − A1

A2
x2

z2 = − B
A2

x2 + x3

f̃(α) = αk + u+ ‖αz1 + z2‖M ,

(D.24)

la minimum s’écrit : {
α1 = argmin(f̃(α))
α2 = −A1

A2
α1 − B

A2
.

(D.25)
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Dans les deux derniers cas, le minimum de la fonction d’une variable f̃ , s’il existe,
a l’expression analytique suivante :

α = −

r12 + k

√
|R|

r11 − k2

 /r11, (D.26)

où rij = zT
i Mzj et |R| = r11r22 − r2

11.

Enfin, si les minima trouvés dans l’un ou l’autre des cas décrits ci-dessus sont en
dehors du triangle ∆, alors on minimise f sur les trois côtés du triangle :

– α1 = 0, dans ce cas, on pose

α = α2

k = k2

u = k3
z1 = y2

z2 = y3

f̃(α) = αk + u+ ‖αz1 + z2‖M ;

(D.27)

– α2 = 0, on pose
α = α1

k = k1

u = k3
z1 = y1

z2 = y3

f̃(α) = αk + u+ ‖αz1 + z2‖M ;

(D.28)

– α1 + α2 = 1, on pose

α = α1

k = k1 − k2

u = k2 + k3

z1 = y1 − y2

z2 = y2 + y3

f̃(α) = αk + u+ ‖αz1 + z2‖M .

(D.29)

175





Bibliographie

Alexander, D., Barker, G., 2005. Optimal imaging parameters for fiber-orientation
estimation in diffusion MRI. NeuroImage 27, 357–367.

Alexander, D., Barker, G., Arridge, S., 2001. Detection and modeling of non-
Gaussian apparent diffusion coefficient profiles in human brain data. Magnetic
Resonance in Medicine 48, 331–340.

Arthurs, O., Boniface, S., 2002. How well do we understand the neural origins of the
fMRI BOLD signal ? Trends in Neurosciences 25, 27–31.

Aubert, A., Costalat, R., 2002. A model for the coupling between brain electrical
activity, metabolism and hemodynamics : application to the interpretation for
functional neuroimaging. NeuroImage 17, 1162–1181.
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Notations

x nombre réel
x vecteur
X matrice
|X| déterminant de la matrice X
tr(X) trace de la matrice X
XT transposée de la matrice X
Xij élément scalaire de la iième et de la jième colonne de X
X ij élément scalaire de la iième et de la jième colonne de X−1

In la matrice n× n identité
‖x‖ norme quadratique : ‖x‖2 = xTx
‖x‖2

M norme quadratique par rapport à la métrique M : ‖x‖2
M = xTMx

x · y produit scalaire des vecteurs x et y
x · y = xTy.

x× y produit vectoriel des vecteurs x et y

γ chemin (ou courbe) dans IRn

application continue d’une segment fermé I de IR à valeurs dans IRn.
γ′(s) tangent de la courbe γ en s : γ′(s) = dγ/ds
Γxixj ensemble des chemins qui mènent de xi à xj

Γxixj = {γ : [0, 1]→ IR/γ(0) = xi, γ(1) = xj}∫
x1→x2

f intégrale de f entre x1 et x2 selon un chemin en ligne droite

∇ opérateur gradient
∆ opérateur Laplacien
F opérateur transformée de Fourier : F [f ](y) =

∫
IR
f(x)e−ixydx

fx dérivée de la fonction f par rapport à la variable réelle x

fx = df
dx

.
fx gradient de f : fx = ∇f
δf(x) variation première de f par rapport à la variable x

δf(x) = df
dx

∣∣
x=0

x

G graphe (ensemble de sommets (ou nœuds) et d’arcs (ou arêtes)
X ensemble des sommets d’un graphe
A ensemble des arêtes d’un graphe

Vn(x) voisinage du point x sur une grille
n = 4, 8 en 2 dimensions et n = 6, 18, 26 en 3 dimensions.

Sn(x) ensemble de simplexes autour du point x
n = 4, 8 en 2 dimensions et n = 8, 32, 48 en 3 dimensions.
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Acronymes

ADN Acide DésoxyriboNucléique
ASL Arterial Spin Labeling
BHE Barrière Hémato-Encéphalique
BOLD Blood Oxygen Level Dependent
CBF Cerebral Blood Flow (Flux Sanguin Cérébral)
CT Computerized Tomography (Tomographie par Ordinateur)
DSI Diffusion Spectrum Imaging (Imagerie du Spectre de Diffusion)
DTI Diffusion Tensor Imaging (Imagerie par Tenseur de Diffusion)
EM Expectation-Maximization (Restauration-Maximisation)
EDP Equation aux dérivées partielles
FA Fractional Anisotropy (Anisotropie Fractionnelle)
FACT Fiber Assignment by Continuous Tracking
FMT Fast MArching Tractography (Tractographie par Cheminement Rapide)
GBG Gliome de Bas Grade
GHG Gliome de Haut Grade
GGI Gliome de Grade Intermédiaire
GTM Geodesic Tractography Method (Méthode de Tractographie Géodésique)
IRM Imagerie par Résonance Magnétique
IRMd Imagerie par Résonance Magnétique de Diffusion
IRMf Imagerie par Résonance Magnétique Fonctionnelle
LCR Liquide Céphalo-Rachidien
MAP Maximum A Posteriori
MNI Montreal Neurological Institute
OMS Organisation Mondiale de la Santé
ODF Orientation Density Function
PCV combinaison de Procarbazine, lomustine (CCNU) et Vincristine
PDF Probability Density Function (Fonction Densité de Probabilité)
PTM Probabilistic Tractography Method (Méthode de Tractographie Probabiliste)
RA Rational Anisotropy (Anisotropie Relative)
RF Radio-Fréquence
RMN Résonance Magnétique Nucléaire
RSB Rapport Signal à Bruit
RVB Rouge-Vert-Bleu
SNC Système Nerveux Central
SNP Système Nerveux Périphérique
TEND TENsor Deflection (Déflexion du Tenseur)
TEMO Temozolomide
TR/TE Temps de Réponse/Temps d’Echo
VR Volume Ratio (Rapport des Volumes)



Table des figures

1.1 Le système nerveux chez l’Homme. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.2 Les cellules du système nerveux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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196





Résumé

Le cerveau est un organe complexe dont le fonctionnement est intimement lié
à sa structure. Ses différentes couches neuronales sont fortement interconnectées, à
différentes échelles, et forment ainsi des réseaux complexes. La présence d’un gliome
de bas grade, tumeur cérébrale extrêmement infiltrante, en modifie la structure et,
donc, en influence grandement le fonctionnement. Réciproquement, la structure du
cerveau et, en particulier, celle de la matière blanche, joue un rôle important dans le
mode de prolifération et d’extension du gliome. Il est donc important, afin de com-
prendre cette interaction entre le gliome et son milieu d’évolution, d’étudier la struc-
ture du cerveau, notamment en terme de connectivité. L’Imagerie par Résonance
Magnétique de diffusion (IRMd) joue un rôle essentiel dans ce travail puisque, grâce
à cette technique, la structure de la substance blanche, support de la connectique
cérébrale, peut être étudiée de manière totalement non invasive.

Dans ce travail, nous abordons deux aspects complémentaires de l’interaction
entre la tumeur et son milieu. D’une part, nous nous penchons sur la caractérisation
de la structure du cerveau, en particulier en termes de réseaux anatomiques. Nous
proposons un modèle qui consiste à considérer que les connexions anatomiques qui
relient différentes régions cérébrales sont des géodésiques, c’est-à-dire des chemins
minimaux, dans un certain espace. Ce modèle permet le calcul de graphes anato-
miques de manière robuste et rapide. D’autre part, nous modélisons l’interaction
entre un gliome de bas grade et son milieu, c’est-à-dire les tissus cérébraux, par un
processus de réaction-diffusion qui prend en compte la complexité du milieu.

Les enjeux de ce travail sont multiples. D’une part, la structure du cerveau hu-
main est encore assez peu comprise. L’IRMd apporte une pierre à l’édifice et permet
désormais d’étudier cette structure de manière non invasive. D’autre part, la thérapie
du gliome de bas grade nécessite la mise en place d’une stratégie spécifique, qui tient
compte et de la structure cérébrale, modifiée par la présence de la tumeur, et du type
de tumeur. La simulation, couplée avec la reconstruction des connexions cérébrales,
est donc un outil prometteur pour l’aide à la planification pré-opératoire.


